I. kategoria: Szakkozépiskolak
Elsé (iskolai) fordulé

1. Oldja meg a val6s szamok halmazéan a 3 - 25 — 16 = 2 - 207 egyenletet!
2. Melyek azok az n € N szamok, amelyekre 22712 . 32" 4 1 primszam?

3. Egy derékszogi haromszog oldalainak hossza egész szam. Igazolja, hogy a haromszog az egyik csiicsan dtmend
két egyenessel harom egyenld teriileti részre vaghato gy, hogy a kapott részek teriiletének mérészama is egész szam!

4. Az ABC héaromszogben BC = a; CA = b; AB = ¢ hosszusagu és az oldalak hosszaira teljesiil, hogy a® +b® = ¢3.
Bizonyitsa be, hogy 60° < BC A< < 90°!

5. Egy egységnyi oldali négyzet csicsai A; B; C; D. Az AB oldal tetsz6leges pontja P. A @ pont a BC oldalon
van, és PDQ< = 45°. Mekkora a PB(Q) haromszog keriilete?

6. Egy 5 x 5-0s tablazat minden soradba és minden oszlopaba pontosan egyszer beirtuk az 1, 2, 3, 4, 5 szamokat.
A tablazatba beirt szamok a tablazat egyik atlojara szimmetrikusan helyezkednek el. A feltételeknek megfelels kitoltés
esetén mennyi lehet a tablazat szimmetriadtlojadban levé szamok Osszege?

Masodik fordulé

1. A 257 olyan haromjegyd szam, amelynek szamjegyei kiilonbozéek. Ha a szamjegyeket forditott sorrendben
leirjuk, akkor az eredetinél nagyobb szamot kapunk, a 752-t. Hany ilyen tulajdonsagt haromjegyd szam van?

2. Az a valos paraméter mely értékeire lesz az

22 —dazx +4a® + 1
T —2a

+22-22—-1=0

egyenletnek pontosan egy valos megoldasa?

3. Messe az AB atmérdji ki kort a C és D pontokban az A kbzéppontu ko kor. A ko kornek az AB atmérdre es6
pontja legyen E! Valasszuk ki a ko kornek az ABC haromszog belsejébe esé C'E korivén az iv egy tetszbleges M belsd
pontjat! A BM egyenes és a ki kor masik metszéspontjat jeloljiilk N-nel! Bizonyitsa be, hogy MN? = CN - DN!

4. Milyen a valos paraméter esetén lesz pontosan két valos gyoke a
sin? (fE—F%) —(a+2)-sin(z+g) +2a=0

egyenletnek a [0; 27] intervallumban?

5. Az ABCD tetraéder belsejében vegyiink fel egy P pontot, majd kossiik 0ssze a tetraéder csicsaival. Az AP;
BP; CP és DP egyenesek szemkozti oldallapokon 1évé doféspontjai rendre: Ap; By; Cp és Di. Bizonyitsa be, hogy

PAy  PBi  PCi  PDi_
AA, " BB, ' CC, ' DD,

Harmadik (d6ntd) fordulo
1. Az a,, szamsorozat tagjaira teljesiil, hogy ag = 5, és minden n > 1 pozitiv egész szamra

o 1+an—1

a, = .
1- Gp—1

Hatéarozza meg az agp14 szam értékét!

2. Az ABCD téglalapban AB = 17, BC = 8. A P pont a C'D oldalon, C-t6] m hosszusagegységre, a ) pont
a CB oldalon, C-t6l n hosszisagegységre van. Legyen R a P pontbdl az AB- re hizott merdlegesnek az AB oldalon
levé talppontja, legyen tovabba APR< = «, QAB< = . Hatarozza meg mindazokat a pozitiv egészekbdl allo m; n
szampérokat, amelyekre o — 3 = 45°!

3. Egy ABC haromszoghen AC = BC = a és ACB< = 90°. Az AC oldal A-hoz kozelebbi harmadolépontja H.
Hatéarozza meg az AB oldalon az F, a BC oldalon az F pontot ugy, hogy az EFH haromszog keriilete a lehets

aranyok pontos értékét!

BE
legkisebb legyen! Adja meg ennek a minimalis keriiletnek a nagysagat és a Yook illetve A



II. kategéria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok

Elsé (iskolai) fordulé

1. Melyek azok a pozitiv p és ¢ primek, amelyekre a p 4 ¢, p + ¢*, p + ¢°, p + ¢* szamok mindegyike prim?

2. Hatarozzuk meg, a p valés paraméter mely értékeinél hany megoldasa van a kovetkezd egyenletnek: |\/ |z — 3] —
2| —1=p.

3. Hany olyan otjegyd tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szadm van, melyben a jegyek szorzata 50-re végz6dik?

4. Jelolje M a hegyesszogi ABC' haromszog magassagpontjat. Legyen P, @ és R rendre a BCM, CAM és ABM
haromszogek koré irt koreinek kézéppontja.

(a) Igazoljuk, hogy ABC és PQR egybevagd haromszogek.

(b) Igazoljuk, hogy az AP, BQ és CR egyenesek egy pontra illeszkednek.

5. Oldjuk meg a valdés szamok halmazan az alabbi egyenlGtlenséget:
\Viglr —3>1+2 tga.

Masodik fordulé

1. Maximum hany egész szamot véalaszthatunk ki a J = {n | 1 < n < 121; n € Z} halmazbol ugy, hogy koziiliik
béarmely kettd relativ prim legyen, ha egyikiik sem lehet prim?

2. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezs egyenletet:
r \?2
®+4 ( ) = 45.
Tz —2

3. Tekintsiik az Osszes olyan parabolat, melyek egyenlete y = 22 + ax + b, ahol a és b valés szamok, tovabba
a koordinatatengelyeket harom kiilonb6z6 pontban metszik. Barmely parabola esetén ez a hidrom pont meghataroz
egy kort. Mutassuk meg, hogy az Osszes ilyen kor atmegy egy kozos ponton.

4. Hany darab 150 jegyt tizes szdmrendszerbeli pozitiv egész szdm van, melynek minden jegye paratlan és barmely
két szomszédos szamjegy eltérése 27

Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Az ABCD négyzet koré irt koron adott a P és Q pont ugy, hogy PAQ< = 45°, tovabb4a AP és BC metszi
egymast az M, AQ és CD az N pontban. Mutassuk meg, hogy a PQ és az M N szakaszok parhuzamosak.

2. Anna és Bori tulipanokat iiltetnek egy sorba, n helyre. Ezt a kdvetkezd jatékos formaban teszik: felvaltva iltetnek
egy-egy tulipant ugy, hogy egymassal kozvetleniil szomszédos helyekre nem keriilhet tulipdn. Anna kezdi a jatékot. Az
nyer, aki utoljara tud tulipant tltetni. Kinek van nyerd stratégiaja, ha (a) n = 2013; (b) n = 127

A
3. Legyenek ay,az,as,...,a214 1-nél kisebb pozitiv valos szamok, melyek szorzata A, valamint legyen A; = —
a;
1 € {1;2;...;2014}. Bizonyitsuk be, hogy

1 1 1
1< + +. ...+t /<
log,, (a1a2) ~ log,, (azas3) log,,. ., (a2014a1)

1 1 1
+ +.o
logy, A log,, A log4,,,, A4

<

III. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok

Els6 (iskolai) fordulé

1. A P pont végigfut egy kor félkdrnél révidebb AB ivén. Legyen P’ a P-vel atellenes pont a koron. Bizonyitsuk
be, hogy AP’ - BP' — AP - BP &llando.

2. Hany N pozitiv egészre teljesiil, hogy N/5 egy egész szam hetedik, N/7 pedig egy egész szam 6todik hatvanya?



3. Legyen P az ABC szabélyos haromszog belsé pontja, tovabba A;, By és C1 a P pont meréleges vetiilete rendre
a BC, CA, illetve AB oldalon. Bizonyitsuk be, hogy

ACy-BA,+BA,-CBy+CBy-ACy =C1B-AC+ A,C-B1A+ B1A-C,B.

4. Adott n ember koz6tt hanyféle olyan ismeretségi kapcsolatrendszer lehet, hogy mindenki paratlan sok méasikat
ismer (az ismeretség kolcsonos)?

5. Legyenek a1 <az <...<a, <by <by <...<b, valoés szamok. Bizonyitsuk be, hogy

(a14ag+ ...+ an+by + by + ... +bp)> > 4n(arby + asby + ... + anby).

Maisodik (déntd) fordulé

1. Adott az ABC héaromszog. Bocsassunk merélegest A-bol a B-beli bels6 szogfelezs egyenesre, és B-bél az A-beli
bels6 szogfelezs egyenesre. A talppontokat jelolje D, illetve E. Bizonyitsuk be, hogy a DE egyenes a haromszog AC
és BC oldalat a beirt kor érintési pontjaiban metszi.

2. A p és q pozitiv szamokra p + ¢ < 1. Igazoljuk, hogy barmely m, n pozitiv egészekre (1 — p™)" + (1 — ¢™)™ > 1.

3. Az 1,2,...,2014%" szamok koziil Aladar és Boglarka felvaltva torolnek le egy szamot (Aladar kezd), amig csak
két szam marad. Ha a megmaradd két szam Osszege négyzetszam, akkor Boglarka nyer, egyébként Aladar. Kinek van
nyers stratégiaja?



