I. rész

1. a) Abrdzoljuk derékszogi koordindtarendszerben az f: x € [—3;13], x — —vx + 3 + 5 fiigguényt.

b) Abrdzoljuk az el6zével azonos koordindtarendszerben a g: x € [—3;13[, x ‘— |z — 3|+ 3‘ + 2 fiigguényt.

c¢) Vizsgdljuk meg a fiigguvényeket szélséértékek szempontjdbol.

d) A fiigguénydbrdk segitségével oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenséget: f(x) > g(z). (11 pont)

Megoldas. a) és b) A fiiggvények képe az dbrdn lathato.

Az els6 esetben a /x fiiggvény képét megrajzolva, majd a tanult transzformaciokat alkalmazva jutottunk a meg-
felels képhez: vz + 3, —vVx + 3, —V/z + 3 + 5. A masodik esetben az |z| fiiggvény képét megrajzolva, majd a tanult
transzformécidkat alkalmazva jutottunk a megfelels képhez:

le—3], —lz—3|, —|z—=3|+3, |—|z—3|+3], |-|lz—3/+3|+2.
c) Az f fliggvény esetén abszolut maximumhely az x = —3. Az ehhez tartozé maximumeérték az f(—3) = 5.
A g fiiggvény esetén lokilis maximumhely az © = —3 és az © = 3. Az ezekhez tartozo lokilis maximumérték

az f(=3) = f(3) =5.

A g fiiggvény esetén abszolut minimumhely az = 0 és az © = 6. Az ezekhez tartozo minimumérték az f(0) =
7(6) =2,

d) Az abra alapjan a —Vz +3+5 > |- |z — 3|+ 3| + 2 (2 € [-3;13]) egyenltlenség megoldédsa: z € {—3} U
[—2;1] U {6}.

2. Tekintsik a kovetkezd ot dallitast:

A: Nem létezik olyan pozitiv egészekbdl dllo, ottagu szamtani sorozat, amelyre igaz, hogy bdarmely két elemének
a legnagyobb kizds osztdja 1.

B: Ha egy sikbeli négyszog hirnégyszog, akkor létezik a sikjaban egy olyan pont, amelytdl a négyszog minden csicsa
azonos tavolsdgra van.

C: Egy n elemd halmaz dsszes részhalmazainak szima n>.

D: Ha egy e egyenest 2014 db Kkiilonbozd sugari kér ugyanabban az E pontban érint, akkor e kirok kézéppontjai
eqy egyenesre illeszkednek.

E: Ha egy fligguény periodikus, akkor képe szimmetrikus az y tengelyre.

a) Allapitsuk meg, hogy melyik dllitds igaz, és melyik dllitds hamis. Indokoljuk vdlaszainkat.

b) Irjuk fel a B és az E dllitdsok megforditdsat, és dllapitsuk meg az igazsdgértékiket.

¢) Fogalmazzuk meg eqy mondatban a B dllitdst és a megforditdisdt. Igaz-e a kapott d@llitds?

d) Melyik a kovetkezd mondatok kizil az E dllitds tagaddsa?

L. Ha egy fiigguény nem periodikus, akkor képe szimmetrikus az y tengelyre.

IT. Van olyan periodikus fiiggvény, melynek képe nem szimmetrikus az y tengelyre. (12 pont)

Megoldas. a) Az A allitas hamis, ugyanis létezik olyan pozitiv egészekbdl allo 6ttagi szamtani sorozat, amelyre
igaz, hogy barmely két elemének a legnagyobb kozos osztdja 1, példaul: 7; 13; 19; 25; 31.

A B allitas igaz, hiszen ha egy sikbeli négyszog hirnégyszog, akkor definicié szerint létezik olyan korvonal, amely
minden csicsat tartalmazza. Ennek a korvonalnak a kdzéppontja a hirnégyszog minden csticsatol azonos tavolsagra
van.

A C éllitas hamis, hiszen egy n elemii halmaz Osszes részhalmazainak szama: 2".

A D allitds hamis. Amennyiben az allitas egy, az e egyenest tartalmazoé konkrét sikra vonatkozna, akkor igaz lenne,
viszont az allitds szovegében semmi nem utal arra, hogy a koroknek egy sikban kellene elhelyezkedniiik.

Az F allitas hamis. Ellenpélda lehet példaul a szinusz fiiggvény, amely periodikus, viszont nem paros, tehat képe
nem szimmetrikus az y tengelyre.

b) A B allitas megforditasa: Ha egy sikbeli négyszog sikjaban létezik egy olyan pont, amelytsl a négyszog minden
cstcsa azonos tévolsagra van, akkor a négyszog hurnégyszog. A B allitds megforditasa igaz.

Az F allitas megforditasa: Ha egy fiiggvény képe szimmetrikus az y tengelyre, akkor a fliggvény periodikus. Az E &l-
litas megforditasa hamis (nézziik példaul az 2* fiiggvényt).



¢) A B allitasnak és a megforditasanak egy mondatban torténé megfogalmazasa: Egy sikbeli négyszog akkor és
csak akkor hurnégyszog, ha létezik a sikjaban egy olyan pont, amelyt6l a négyszog minden csiicsa azonos tavolsagra
van. Ez az allitas igaz.

d) Az F allitas tagadasa a II. mondat.

3. Egy magashegységben meteoroldgiai kutatodllomds mikddik. A tereptdrgyak pontos helyét térbeli koordindtarend-
szerbeli koordindtahdrmasok segitségével tartjak nyilvin, melynek eqységét minden tengelyen 1 méternek vdlasztottdk, és
origdjaban van a kutatédallomds. A koordindtarendszer x tengelye délrdl észak felé mutat, y tengelye keletrél nyugat felé
iranyul, z tengelye pedig fiiggdleges, és felfelé iranyul. A pontok koordindtdit x, y, z sorrendben adjik meg. A kornyéken
hdrom meghatdrozé hegycsics van, melyek koordindtdi: A(8200;21;1214); B(—28;7600;1021); C'(—1200; —4550; 900).

a) Melyik hegy van a kutatddllomdstol megkdzelitdleg északi irdnyban? Milyen emelkedési szog alatt litja ennek
a csucsdat a kutatodllomdson tartézkodo megfigyeld?

b) Mekkora az A, B és a C hegycsicsok tengerszint feletti magassiga, ha a K(5120; —4170; —4752) pont éppen
a tengerszinten taldlhato?

¢) A kutatédllomdsrol havonta helikopter indul. A személyzet feladata az A, B és a C csicsokon kihelyezett misze-
rekben az akkumuldtorcsere. Mekkora utat tesz meg eqy ilyen alkalommal a helikopter, ha a csicsokat A csics, B csics,
C csics sorrendben jarja be, majd visszatér a kutatédllomdsra? (14 pont)

Megoldas. a) A kutatoalloméstol az A cstcs talalhato kozel északi iranyban.

Az dbra jeloléseit hasznalva (ahol O jeloli a kutatoalloméast), az O PT derékszogl haromszogre felirva a Pitagorasz-

tételt: ¢ = /82007 4 212 = /67240441 =~ 8200,027 m. Az OT A derékszogti haromszogre a tangens szogfiiggvényt
alkalmazva: 1914

8 = 5300027

~0,1480, ebbsl «a a 8,42°.

Vagyis az emelkedési szog kb. 8,42°.
b) A tengerszint feletti magassagok:

A csucs: 475241214 = 5966 m;
B csacs: 4752+ 1021 = 5773 m;
C csics: 4752 + 900 = 5652 m.

¢) A helikopter altal megtett tavolsag:
doa+dap+dpc +dco =
= /82002 + 212 4 12142 + \/(—28 — 8200)% + (7600 — 21)® + (1021 — 1214)* +

+ \/(—1200 +28)% + (—4550 — 7600)° + (900 — 1021)* +

+ \/ (—1200)* + (—4550)° + 900% ~ 8289,41 4 11 188,32 + 12 206,99 + 4790,88 =
= 36 475,60 m.

5v5 —2
\/_7, differencidja pedig /5 + 1. Mekkora az étidik tag? Mennyi

4. a) Egy szdmtani sorozat mdsodik eleme 3

az elsd kilenc tag dsszege?

b) Ha egy szamtani sorozat elsd tagjdbol levonunk kettét, mdsodik tagjdbdl levonunk egyet, és a harmadik tagjihoz
hozzaadunk otot, akkor eqy mértani sorozat elsd hdrom elemét kapjuk. Melyik ez a szamtani sorozat, ha tudjuk, hogy
a kapott mértani sorozat elsd két elemének 0sszege eqyenld az eredeti szamtani sorozat harmadik tagjdval?

c¢) Szamitsuk ki a kovetkezd hatdrértéket:

1
lim ———. 1 t
N T N (14 pont)

Megoldas. a) A sorozat 6todik tagja:

5v5 — 2
a5:a2+3-d:\/—7—|—3-(\/g—|—1):

5vVb—2+9-(VB+1) 14547
5 = :

3 3




Az elsé kilenc tag Gsszege:

Sog=a1+as+as+as+as+ag+ar+as+ag =
:(a5—4d)+(a5—3d)+(a5—2d)+(a5—d)+a5+
+(a5+d)+(a5+2d)+(a5+3d)+(a5+4d):9a5:

14547

. = 42v/5 + 21.

=9

b) A szamtani sorozat elsé harom eleme: ay, a1 +d, a1 +2d. A mértani sorozat els§ harom eleme: a3 —2, a1 +d—1,
a1 + 2d + 5. A mértani sorozat tulajdonsaga alapjan:

(a1 4+d—1)" = (a1 —2) - (a1 + 2d + 5),
a? +d* + 1+ 2a1d — 2a; — 2d = a? + 2a,d + 5a; — 2a; — 4d — 10,
d* 4 2d —5a; + 11 = 0.
A sz6vegbdl tudjuk: a3 — 2+ a1 +d —1 = a1 + 2d, a; = d+ 3. Ezt behelyettesitve az el6z6 egyenletbe:
d?+2d—5(d+3)+11=d*>-3d—4=0.

A masodfoku egyenlet két megoldasa: di = 4, do = —1. Ezek alapjan az els6 tagra is két értéket kapunk: (a1), =7,
(a1)y = 2. Az igy kapott szamtani sorozatok: 7, 11, 15, illetve 2, 1, 0.
Ellenérzés utan lathato, hogy a feladat szovegének csak a 7, 11, 15 felel meg, ez az egyediili megoldas.

lim ;:hm 2nt+1+vn
VT T i v (VI T T ) (Van T Lt V)

2 1 1
V2n+1 \/5+n—+\/;
gy Y2l VR TR TV

II. rész

5. Az abran ldthato téglalap alaki csempérdl tudjuk, hogy DT A< = CSB< = 90°, valamint AT = 6 cm, T'S =
14 cm.

a) Mekkora egy ilyen csempe teriilete?

b) Hany db ilyen csempét kell rendelniink egy 25 m alapkérsugari, 2,5 m mély, henger alaki medence kicsempézésé-
hez, ha a vdgdsok és a torések miatt 15%-os rahagyds szikséges? (A csempéket csomagokban drusitjik, de szdmitdsaink
sordn ezzel ne foglalkozzunk.)

¢) Hdny forduléval képes ezt egy 4 tonna teherbirdsi teherautd elhozni, ha egy csempe 5 mm wvastayg, €s anyagdnak

kg
29
m3’
d) Rendelkezéstnkre dll egy olyan szivattyd, amely a 10 cm dtmérdji csovében a wvizet 1 m sebességgel képes

strisége 2520

dramoltatni. Mennyi idd alatt tudja majd ez a szivatlyi a szindltig teletoltétt medencét kidiriteni? (16 pont)

Megoldas. a) Szimmetriai tulajdonsagok miatt: AT = SC (= 6 cm). Ebbdl adodik: TC =TS + SC = 20 cm. Az
ACD derékszogii haromszogre alkalmazva a magassagtételt: DT = VAT - TC = 6 - 20 = v/120. Egy ilyen csempe
teriilete:

5 AC-TD
2
b) A medence méretei: r = 25 m, m = 2,5 m. A csempézendd felszin:

=26 - V120 ~ 284,82 (cm?) = 0,028 482 (m?).

A=r?r4+2.r-71-m=252-714+2-25-71-25="750-7 ~ 2356,19 (m?).



A 15%-os rahagyas miatt a sziikséges csempemennyiség: T = 2356,19-1,15 ~ 2709,62 (m?). Mivel 2709,62 : 0,028 482 ~
95 134, ezért kb. 95 134 db csempét kell rendelni.
¢) A csempe vastagsaga: d = 5 mm = 0,005 m. A csempék Ossztérfogata:

V =T-d=2709,62-0,005 = 13,5481 (m?).
e kg e
A csempe strtisége: o = 2520 Il A csempék Ossztomege:

0V =2520-13,5481 = 34141,212 (kg).

Ez azt jelenti, hogy a 4 tonna teherbirast autonak 9 forduléra lesz sziiksége.

d) A medence térfogata: V = 1% -7m-m = 252 - 72,5 ~ 4908,74 (m®). A szivattyt masodpercenként egy henger
alaki, 5 cm sugart és 1 m magas vizoszlopot képes kiemelni, ez 0,05% - 7 - 1 = 0,007 85 (m?) térfogatnak felel meg. A
medence vizének kiemelése ezzel a szivattytuval

4908,74 : 0,00785 ~ 625 317 s =~ 173,7 h ~ 7,24

napig tartana.

6. a) Egy osztdlyba 16 fi és 14 ledny jdr. Egy alkalommal 11 egyforma kényvet sorsolnak ki koztik gy, hogy egy
tanuld csak eqy konyvet kaphat. Mennyi a valdszindsége, hogy fit is és lany is lesz a nyertesek kozott?

b) Egy kozépiskolai menzdn az ebédhez siiteményt lehet vdlasztani. Kétféle siitemény van, édes és sos. A tapasztalatok
szerint annak valoszinisége, hogy eqy didk édes stiteményt vdlaszt 0,75, Mennyi annak a valdoszinisége, hogy négy eqgymds
utdn kovetkezd didkra nem lesz igaz, hogy azonos tipusi siteményt vdlasztanak, ha mindegyikik pontosan egy stiteményt
visz magdval?

¢) Egy harminc fGs alsé tagozatos osztdlyban van egy ikerpdr. A tanité néni egy jatékhoz véletlenszerden két 15
fds csapatba fogja dket sorsolni. Mennyi a valdszinisége annak, hogy az ikerpdr két tagja nem azonos csapatba keril?
(16 pont)

30 16
Megoldas. a) A konyvek kisorsolasa ( 1 1) féle eredménnyel végzddhet. ( ] 1) -féleképpen fordulhat el6, hogy csak
fit nyer konyvet, és 1 -féleképpen allhat a nyertesek csoportja csupa lednytanulobol. Az el6z6ekbdl adodik, hogy

30 16 14
<1l> — <1l> — <11>—féleképpen fordulhat els, hogy fiu is és lany is van a nyertesek kozott. A keresett valoszintség:

p_ kedvezd esetek szama _ (?(1)) - (i?) - (ﬁl) ~ 0,999 91.

Osszes eset szama (?2)

b) Legyen A esemény az, hogy négy egymast kovetd didk mindegyike édes siiteményt véalaszt, és B esemény az, hogy
négy egymast kovets didk mindegyike sos siiteményt valaszt. Annak valoszintisége, hogy négy egymast kovets didk
mindegyike édes siiteményt vélaszt: P(A) = 0,75 = 0,316 406 25. Annak valosziniisége, hogy négy egymast kovets
didk mindegyike sos siiteményt valaszt: P(B) = 0,25 = 0,003 906 25.

A feladat annak valoszintségét kérdezi, hogy az A és a B esemény egyike sem kovetkezik be. Mivel A és B egymast
kizaro események, ez a kovetkezSképpen szamolhato: P =1— P(A) — P(B) = 0,679 687 5.

c¢) Tegyiik fel, hogy lezajlott a véletlenszeri sorsolas, de mi nem ismerjiik az eredményt. Ekkor egy tetszlege-
sen kivalasztott A tanuléra igaz, hogy 14 csapattarsa és 15 ellenfele van. Ha most véletlenszertien kivalasztunk egy

15
B tanulét, akkor annak valészintisége, hogy nem csapattarsak 29’ hiszen B ilyen val6sziniiséggel lehet a masik csapat

15 embere koziil valamelyik.

15
Tehat barmely két tanuldt kiemelve 20 a valdszintisége, hogy nincsenek egy csapatban. Ez az ikerparra is igaz,

15
tehat a keresett valoszintség: P = 29"
7. a) Igazoljuk, hogy a 2°™ — 1 minden pozitiv egész n szamra oszthaté hdrommal.

3

n
b) Igazoljuk, hogy a kifejezés barmely n egész szdm behelyettesitése esetén egész szdmot ad eredményiil.

¢) Hdny pozitiv osztdja van a 20141 - 117" szgmnak?
d) Négyzetszim-e a 32°'* — 12 (16 pont)

Megoldas. a) Az a® —b* = (a+b) - (a — b) azonossagot alkalmazva a 22" — 1 kifejezés (ahol n pozitiv egész szam)
talakithato: 22" — 1 = (2" — 1) - (2" + 1).

Mivel (2" — 1), 2", (2" 4+ 1) harom egymast kovets pozitiv egész szam, ezért valamelyik oszthaté harommal. Mivel
2" biztosan nem oszthatd hdrommal, ezért a 2" — 1 és a 2" + 1 koziil az egyik lesz a harom tSbbszorose. Ez pedig azt
jelenti, hogy a (2" — 1) - (2" + 1) szorzat, azaz a 2° — 1 biztosan oszthaté harommal, ha n pozitiv egész szam.



3

b) Alakitsuk at az n- kifejezést, ahol n egész szam:

n—-n® n-(1-n%) n-(1-n) - (1+n) n-(n—1)-(n+1)

6 6 N 6 B 6
(n—1)-n-(n+1)
- .

A szamlaloban harom egymast kovets egész szam szorzata van, amirdl tudjuk, hogy oszthato hattal. (Biztos van koztiik
(n—1)-n-(n+1)
6 )

kettdvel oszthato szam, valamint biztos van koztiik harommal oszthaté szam.) Ez azt jelenti, hogy a —
3

azaz az egész szdm minden egész n esetén.

. . a1 . o . - 2014
¢) Egy szam pozitiv osztoi szaméanak meghatarozasahoz sziikség van a szam primtényez6s felbontasara: 20141 - 11 =

211, 1911 . 5311 . 11201 Vagyis a 20141 - 11°°" szam povitiv osztoinak szama: (11+1)- (11+1)- (11+1)- (2014 +1) =
3 481 920.
d) Hasznaljuk fel azt az ismeretet, hogy egy egész szam négyzete harommal osztva csak 0 vagy 1 maradékot adhat.
Mivel a 3291 — 1 értek eggyel kisebb egy harommal oszthat6 szamnal, ezért harommal osztva kett6é maradékot ad,
tehat nem lehet négyzetszam.

8. A képen ldthaté R = 30 cm alapkorsugari, és m = 50 cm magassdgi egyenes kipba egyenes csonkakupokat
irunk a kovetkezd feltételekkel:

=

— A csonkakip kisebb alapkorének sugara a nagyobb alapkére sugardnak felével egyenld.
— A csonkakip nagyobb alapkiérének kérvonala a kip paldstjdara illeszkedik.

— A csonkakup kisebb alapkore a kip alapsikjdra illeszkedik.

a) Mennyi az ilyen csonkakipok kézil a mazimdlis térfogatd magassdga?

R
b) Mekkora a csonkakip felszine és térfogata, ha r = g’f (16 pont)
Megoldas.

a) Hasznaljuk az dbra jeloléseit, ahol y-nal jeloltiik a csonkakip magassagat. Keressiik azt az y értéket, amelyre
a keletkezett csonkakip térfogata maximalis.

CA
m
2r
L Q
r
A T R B

Alkalmazva a parhuzamos szelGszakaszok tételét, mivel PQ || T B, ezért felirhato:

m—y m 20—y 50
2r R’ 2r 30’

=



150 — 10
150 — 3y = 101, o= TT

A csonkakup térfogata:

v ((2T)2+(27“)-T+T2) Y ((27“)2—1—(27")-7“4—7“2) . _150;10r T
3 3
702 (150-10r) -7 70-7

9 9

. (157“2 — 7“3).

70 -7

Keressiik, hogy a térfogat milyen r értékre lesz maximalis. Mivel a konstans, ezért elég megkeresni, hogy

a 1572 — r® kifejezés milyen r érték esetén maximalis.

A kifejezés derivaltja: [15r2 — 7“3]/ = 30r — 3r%. A kifejezés csak olyan r helyen lehet maximalis, ahol a derivalt
értéke 0, azaz 3r- (10 —7r) = 0. Vagyis r = 0 és r = 10 esetén 0 a derivalt. Mivel r = 0 esetén nem keletkezik csonkakp,
ezért csak az r = 10 esetén képzelhets el, hogy maximaélis lesz a térfogat.

A 15r% — 3 kifejezés masodik derivaltja: [15r2 — rﬂ/ = 30 — 6r. A masodik derivalt az r = 10 esetén negativ,

tehat a 1572 — 2 kifejezésnek r = 10 esetén valéban maximuma van. Vagyis a keletkezett csonkakup térfogata akkor
150 — 10r

3
Tehat a maximélis térfogatt csonkakip magassaga pontosan 3 cm.

50
lesz maximalis, ha » = 10 cm. Alkalmazva az y = Osszefiiggést kapjuk: y = 3 cm.

b) Ismét az dbra jeloléseit hasznéalva alkalmazhatjuk a parhuzamos szelGszakaszok tételét. Mivel PQ || T'B, ezért
_ R _
felirhato: m-r_ m. Tudjuk, hogy r = —, ezért egyenletiink a kovetkezSképpen modosul: m-r_ ﬁ, 3-(m—z) =
2r R 3 R 30 2r 3r

50
2m, x = m. Kaptuk, hogy a csonkakip magassidga r = — cm, és mivel r = — = 10 cm, ezért a csonkakup

nagyobb alapkorének sugara 2r = 20 cm, a kisebb alapkdrének sugara pedig » = 10 cm.

A
m
P 2r 0
T
z| /Ja
A" /K
A T R B

A csonkakup térfogata:

- () +@r)-r+r?) a7 (207°420-10+10°) -2 -7 35000 7
- 3 B 3 -9 7

~12217,3 (cm?®).

A csonkakip a alkotoja a KLQ derékszogt haromszogbol szamolhaté Pitagorasz-tétel segitségével: a? = 22 + 12 =
2
50 3400 10v34
(—) +10° =" a= 3

9 . A csonkakup felszine:

A=2r)? 741 74+ 2r+7)-a-7=400 7+ 100 - 7 + 100 - V34 - 7 ~ 3402,64 (cm?).

9. a) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

ind 2 2
sin“x + 2cosx \/—(751n z—cos” z—1)
=2 .

2costz 42

b) Igazoljuk a kovetkezd egyenldtlenséget:

a? b? c?
lg{—+—+-—]2>0
& (3bc T3t 3ab) -

ahol a, b, ¢ tetszdleges pozitiv valds szdmok. (16 pont)



Megoldas. a) Az egyenlet bal oldalanak nevezgjében talalhato 2 cos® z+2 kifejezés biztosan pozitiv, tehat az egyen-
let értelmezési tartomanya a valés szamok halmaza.
Az egyenlet jobb oldalan a sin? z + cos® x = 1 Gsszefiiggeést alkalmazva, és tovabbi atalakitasokkal kapjuk:
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sin®x + 2cosx —2 1

_ = 2
2costz + 2 (\/_)

4

sin4x+2cosx=cos4x+1, sin*z — cos*z =1 — 2cosz.

Alkalmazva az a® — b*> = (a + b)(a — b), valamint a sin? 2 4 cos® 2 = 1 Gsszefiiggéseket:

(sim2 x — cos® x) (sim2 x + cos® x) =1-—2cosz,

sin?x —cos?z =1— 2cosz.

Ujra alkalmazva a sin® z+cos? x = 1 Gsszefiiggeést: 1—2 cos® 2 = 1—2 cos z. Rendezve a kapott egyenletet: cos? z—cos z =
0, cosz(cosz — 1) = 0.
I. eset: Ha cosx = 0, akkor x1 = g + ki, ahol ky € Z.

II. eset: cosx = 1, akkor xo = 2kom, ahol ks € Z.
b) A bizonyitand6 egyenl6tlenség jobb oldalat atalakithatjuk:

a? b? c?
lgl—+-—+-—| >1gl.
& (3bc + 3ac + 3ab) =8

2 b2 2
A logaritmusfiiggvény szigortt monoton névekedése miatt: e + 3ac + % > 1. Mivel a, b, c tetsz6leges pozitiv valos
c ac a
szamok, ezért ha az egyenlGtlenség mindkét oldalat megszorozzuk az abe kifejezéssel, akkor a kdvetkezét kapjuk:

A kapott egyenlStlenség igaz, hiszen ez az a®, b2, ¢® pozitiv szamokra a szamtani és a mértani kozép kozotti dsszefiiggeés.
A gondolatmenet soran végig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az eredeti allitas is igaz.



