KEZDOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kézépiskolai tanulok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek barmely két szomszédos jegye kiilonbo6z6 és a szamjegyek
Osszege 20137

2. Egy 34 6s osztalyban ugyanannyi fit van, mint lany. Igaz-e, hogy ha leiilnek egy kerek asztal koré, akkor minden

esetben lesz olyan diak, akinek mindkét szomszédja lany?
a
3. Az a, b pozitiv valoés szamokra az a + b, a — b, ab és 7 kifejezések értéke névekvs sorrendben és
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Melyik ez a két szadm?

4. Az ABC haromszogben a B csticsnél 1év6 szog 60°-0s. Az A csicshoz tartozd belss szogfelezét a C' csticshoz
tartozo belsd, illetve kiils§ szogfelez6 rendre az E, illetve ' pontban metszi. Mekkora az EC és az FE szakaszok
hosszanak aranya?

Masodik fordulo
1. Oldja meg az alabbi egyenletet a raciondlis szdmok halmazan!

(=1 (x—=2)-(z=3)- (z—4)=2x—-1)- (22 —2)- (22 — 3) - (22 — 4)

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelynek szomszédjai primszamok, és a szdm nem oszthato 6-tal?

3. Egy 3 hazasparbol allo 6 f6s tarsasag elhatarozza, hogy tgy tinneplik meg a karacsonyt, hogy mindegyikiik
megajandékozza a tarsasag egy masik tagjat. Ehhez mindenki felirja a nevét egy cédulara, a cédulakat beleteszik egy
kalapba majd mindenki huz egy cédulat a kalapbol. A kihtzonak azt a személyt kell megajandékoznia, akinek a neve
a kihuzott cédulan szerepel. A lehetséges esetek hanyad részében fordul el6, hogy a 6 huzéds sordn nem lesz olyan
személy, aki 6nmagat vagy a hazastarsat hazza ki?

4. Az AD egységnyi hosszt szakasz mint atmeérd f6lé rajzolt félkoriv egy pontja B, a BD iv egy tovabbi pontja C|
és jelolje F a BD és AC szakaszok metszéspontjat. Hatarozza meg az AFE - AC 4+ DB - DFE kifejezés pontos értékét!

5. Melyik a legnagyobb n természetes szam, amelyre 52*) _ 1 osathat6 2"-nel?

Harmadik (d6ntd) fordulé
1. Hatarozza meg azokat az x, y, z valds szamokat, amelyek megoldasai az alabbi egyenletrendszernek!
z+[y] +{z} =34
[z] +{y} +2=45
{z} +y+1[21=53
([a] az a valos szam egészrészét jeloli, azaz azt a legnagyobb egész szamot, amely nem nagyobb, mint a. {a} az a valos
szam tortrészét jeloli, azaz az a szamnak és a egészrészének a kiilonbségét: {a} = a — [a].)
2. a) Adjon meg egy olyan kiilénb6z8 pozitiv egész szamokbol 4116 10 elemi halmazt, amelyre teljesiil, hogy barmely
6 elemének Osszege nem oszthato 6-tal!
b) Bizonyitsa be, hogy nem létezik olyan kiilonboz6 pozitiv egész szamokbol all6 11 elem halmaz, amelyre teljesiil,
hogy barmely 6 elemének Gsszege nem oszthatd 6-tal!
3. Adott az a oldalhosszusagit ABCDEFGHIJK szabélyos 11-sz06g. Legyen az AFE &tlonak és a C'F atlonak
a metszéspontja M!




Bizonyitsa be, hogy fennall az AF = AM + a Osszefiiggés!

IT. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervi) kézépiskolai
tanulék
Els6 (iskolai) fordulo

Megegyezik az I. kategoria elsé fordulos feladatsoraval.

Masodik fordulé

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Hany olyan tizjegyl természetes szam van, amelyben az 1, 2 és 3 szamjegyek mindegyike legalabb kétszer szerepel
és ezeken a szamjegyeken kiviil mas szamjegy nincs a szdmban?

2. Legyen A, B és C ebben a sorrendben egy egyenes harom pontja. Szerkessziik meg az egyenes azonos oldalara
az ABD és BCFE szabalyos haromszogeket. Bizonyitsuk be, hogy ha az AFE egyenest tiikkrozziik DC egyenesre, akkor
a tiikorkép atmegy a B ponton!

3. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan p primszamot, melyekre az z* + 4 = py* egyenlet megoldhat6 az egész szamok
korében.

III. kategoria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Masodik (dontd) forduld

1. Legyen P az ABC szabalyos haromszog egy belsé pontja, D, E, F' pontok pedig a P-bél a BC, CA és AB
oldalakra allitott meré&legesek talppontjai.

A fa B

Bizonyitsuk be, hogy a PAF, PBD, PCFE, illetve PAE, PBF, PCD haromszogek beirt koreinek sugarait 6ssze-
gezve ugyanazt az értéket kapjuk.

2. Mely n > 3 egész szamok esetén létezik n darab paronként kiillénboz6 pozitiv egész szam gy, hogy mindegyik
osztdja a tObbi Osszegének?

3. Az 1,2,...,2015 szamok koziil legfeljebb hanyat lehet ugy kivalasztani, hogy a kivalasztottak koziil semelyik
két kiilonbozének az Osszege nincs a kivalasztottak kozott? Adjuk meg az Osszes olyan kivalasztast, amellyel a lehetd
legtobb szamot kivalaszthatjuk.



HALADOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kézépiskolai tanulok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Ho A=1111111111 és B = 111111, akkor mennyi A és B legnagyobb k6z6s osztoja?
31
2. Mennyi az f(z) = |2* — x| +|2® 4 3z 42| fiiggvény legnagyobb és legkisebb értéke a [—5; 5] zart intervallumon?
Mely helyeken veszi fel ezeket az értékeket?

3. Mekkora a szinezett részek teriileteinek Gsszege, ha a kis kordk sugara r?

4. Legyen A =

2_71\/5, B = (V6 - v2V3)(V2V3 +V5), C = /7—43. Bizonyitsuk be, hogy a K =

V(A + B —C) -n + 2 kifejezés értéke minden n természetes szam esetén irracionalis!

5. Egy kocka csucsait megcimkézziik az 1,2,...,8 szamokkal (minden cimkét pontosan egy cstucsra irunk fel).
A kocka egy lapjanak értéke: a lapot hatarold cstucsokon 1évé szamok Gsszege.
Legfeljebb mekkora lehet egy kocka legkisebb értékii lapjanak értéke?

Masodik fordulé

(1) =3r

1. Legyen f(x) = ax + b egy els6foku polinom. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet az |f(0) -1 f(2)— 9‘

szamok mindegyike 1-nél kisebb.

)

2. Hatarozzuk meg azokat a négyjegyt szamokat, ahol az els6 két szamjegybdl all6 szam és az utolsé két szamjegybdl
allo szam Osszegének négyzete egyenls az eredeti szammal!

3. Az O kozéppontu korvonal két pontja A és B, tovabba AOB< = 60°. A rovidebb AB iv tetszleges belsd
pontja M. Bizonyitsuk be, hogy az O BM A négyszog kozépvonalai egymésra merdlegesek. (A négyszog kozépvonalainak
a szemkozti oldalak felezGpontjat 6sszek6t6 szakaszokat nevezziik.)

4. Soma az 0tddik sziiletésnapi bulijara 5 baratjat hivhatta meg. El is késziilt az 5 névre sz6l6 meghivo, és késziilt
hozz4 5 felcimzett boriték is. Soma azonban még nem tud olvasni, és ugy rakta be a boritékokba a meghivékat, hogy
végiil senki sem a sajatjat kapta kézhez. Hanyféleképpen lehet igy elrendezni a meghivékat?

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Az S8Q-bolygon n kiilonb6z6 orszéag osztozik (50 < n < 80).

Barmely két kiilonb6z6 orszag kozott vagy barati, vagy ellenséges a kapcsolat (harmadik eset nincs, és a kapcsolat
kolesonos) a kovetkezs két szabaly mellett:

Ha A, B, C harom kiilonb6z8 orszag, és ...

(1) A baratsagos B-vel, valamint B baratsagos C-vel, akkor A is baratséagos C-vel.
(... bardtom bardtja a bardtom ...)

2) A ellenséges B-vel, és B is ellenséges C-vel, akkor A baratsagos C-vel.
g g g
(... ellenségem ellensége a bardtom ...)

Valamint tudjuk, hogy az n orszag kozott 1évé Osszes lehetséges viszonynak éppen a fele barati, a masik fele
ellenséges.
Héany orszag van az S8Q-bolygon?

2. Egy haromszog oldalainak mérészamai egész szamok. A haromszogbe irt kor r, és a hozzairt korok ri, ra, r3
sugarainak mérGszamai paros egész szamok. Tudjuk még, hogy r-ry-ro+7r-ro-r3+r-r3-r1+ri-19-73 =771 -T2 - T3.
Bizonyitsuk be, hogy a haromszog derékszogii!

3. Egy n pozitiv egész szam 17-ediziglen izgalmas, ha a kovetkezo feltételek teljesiilnek ra:



(1) nincs (az l-en kiviil) négyzetszam osztoja;
(2) pontosan 16 pozitiv osztoja van;

(3) hanagysag szerint sorba rendezem a 16 darab pozitiv osztot, akkor a 10-dik, és a 7-dik o0szt6 kiilonbsége éppen 17.

Kérdés: Hany 17-ediziglen izgalmas szam van?

IT. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervi) kézépiskolai
tanulok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Melyik az a legkisebb 28-cal oszthaté pozitiv szam, amelynek a 10-es szamrendszerbeli alakja 28-ra végzodik, és
szamjegyeinek Osszege 287

2. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenletet:

(x = 5)(z —6)(x — 7)(x — 8) = 120.

3. Az ABC héromszog AB oldalanak A-n tuli meghosszabbitdsan felvettiik a P pontot, a BC oldal B-n tuli
meghosszabbitasin az R pontot, végil az AC oldal A-n tali meghosszabbitasén a @ pontot ugy, hogy AP = AB,
CB = BR és CA = AQ. Mennyi a PQR haromszog teriilete, ha az ABC haromszogé 100 cm??

4. Oszthato-e 81-gyel a 81 darab egyesbdl allo szam?

5. Egy 2013 x 2013 méreti tablazat minden mez&jébe az 1-t6l 2013-ig terjedd egész szamok valamelyikét irtuk be
gy, hogy semelyik sorba nem keriiltek egyenld szamok, és a tablazat szimmetrikus lett az egyik atlojara. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor ebben az atléban sem fordulnak el6 egyenls szamok.

Maiasodik fordulé
1. Legyen f(x) = ax + b egy els6foka polinom. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet az }f(O) - 1}, }f(l) - 3}, }f(2) - 9}
szamok mindegyike 1-nél kisebb.

2. Mutassuk meg, hogy egy tetszéleges haromszogben a® + 4m?2 < (b+ c)z, ahol a, b és c a haromszog oldalainak
hosszat, m, az a oldalhoz tartoz6 magassagot jelenti!

3. Oldjuk meg az egész szamok halmazan a 222y? 4+ y* = 622 + 12 egyenletet!

4. Legyen H = {1;2;3;4;5;6;7;8;9}.

H egy nemiires részhalmazat dtlagosnak hivjuk, ha a benne szerepls szamok atlaga megegyezik 5-tel (pl. az L =
{3;4;8} ilyen).

Hény atlagos részhalmaza van H-nak?

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Adjunk meg a sikban 7 pontot ugy, hogy koziiliikk barmely 4 kdzott mindig legyen 3 olyan, hogy azok, mint
csucsok derékszogl haromszoget hatarozzanak meg.

2. Legyen n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy az A,, = 22" +22"" 4 1 szamnak legalabb n kiilonb6z6 primosztdja
van.

3. Mennyi az f(z) = 220 4 222013 4 322012 1| 4 201322 4 20142 + 2015 fiiggvény legkisebb értéke?

III. kategodria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék
Elsé (iskolai) fordulé

1. Legyenek a, b, c és d olyan valds szdmok, amelyekre ab = 1 és ac + bd = 2. Bizonyitsuk be, hogy cd < 1.

2. Egy bizottsag 40-szer iilésezett. Mindegyik iilésen 10 f6 volt jelen. A bizottsdg barmelyik 2 tagja legfeljebb egy
iilésen volt egyiitt. Bizonyitsuk be, hogy a bizottsag legalabb 64 taghol all!



3. Melyek azok a p pozitiv primszamok, amelyekre a

(1) p+1=222
(2) PP+ 1=2y%

egyenletrendszernek van egész megoldasa?

4. Legyen a P pont az ABC egyenl$ szaru derékszogl haromszog AB atfogdjanak tetszéleges pontja. A P pont
merdleges vetiilete AC-n az R, BC-n a @ pont. Bizonyitsuk be, hogy

a) Az RQ szakaszok felez6merslegesei egy ponton mennek at;

b) P-bol az RQ szakaszra bocsatott merglegesek is egy ponton mennek at!

5. Egy n x n-es tabla egyik mezgjén all egy babu. Egy lépésben mozoghatunk egyet fel, vagy egyet jobbra, vagy
atlosan balra lefele egyet. Lehetséges-e, hogy a tablat ugy jarjuk be, hogy minden mez&t pontosan egyszer érintiink,
és végiil a kiindulasi mez6tol eggyel jobbra érkeziink meg?

Masodik (dontd) forduld

1 1
1. Az z, y, z pozitiv egész szamokrol tudjuk, hogy relativ primek, és —+ — = —. Bizonyitsuk be, hogy ekkor z-y - z
x Yy oz
négyzetszam!

2. Az O; kozéppontu ki és az Oo kbzépponti ke korok A-ban és B-ben metszik egyméast. Az A-n atmend k6zos

szel6jiik a koroket még C és D pontokban is metszi. (C' ki-en, D ko-n van.) A CO; és DO; egyenesek metszéspontja M.
Igazoljuk, hogy O, O3, M és B egy korén vannak.

3. Egy A ={a1;a9;...;ar} halmaz silydn a benne 16v6 szamok szorzatat értjiik.
(Vagyis pl. az A = {2;3;5} halmaz stlya: 2-3 -5 = 30.)
111 1
Tekintsiika H = { =5 =1 5. ..; ———
ekintsik a {2,3,4, 5014
részhalmazai stulyainak az Gsszege?
(Ez pl. az A = {2;3;5} halmaznal 2-3+2-5+ 3 -5 = 31 lenne.)

} halmazt! Mennyi H &sszes paros elemszamu (legalabb két elemet tartalmazo)



