1. Bevezetés

A hitelek a gazdasidgban jelentss szerepet jatszanak, és matematikai modellezésiik sem csupan konyvelSknek vald
feladat. Kiilonosen nehéz probléma a hosszu tava hitelek (jelzalog-, didkhitelek stb.) tervezése, hiszen az évtizedekre
terjedd torlesztési folyamat soran nagyon megvéltozhat a kiindul6 helyzet. Ebben a cikkben réviden bemutatom a hi-
teltorlesztési folyamat harom legegyszertibb modelljét. 1. A hagyoményos modellt, ahol a torlesztési palya tervezésénél
nem veszik figyelembe az inflaciot, és a torlesztési részlet idében allandé. 2. Az un. kettdsen indexalt jelzalog (angolul:
Dual Indexed Mortgage, roviden: DIM) modelljét, ahol az inflacio figyelembevétele miatt a torlesztési részlet vasarlo-
értéke id6ben allando6. 3. A devizaalapu jelzdloghitel modelljét, amelyben a forinthitel és torlesztése egy arnyékként
szamolt devizaalapt hitel és torlesztés atvaltasabol adodik.

A képletek egyszertsitése miatt kamatlab helyett kamattényezével (1 + kamatlab), inflaciés rata helyett inflacios
tényezovel (1 +inflacios rata) szamolunk. Ugyanezért eltekintlink a kamatlab, az inflacios rata és a forint leértékelGdés
idébeli valtozasatol.

2. Hagyomanyos hitel

A hiteltorlesztési folyamatot altalaban folydaron — az inflacié figyelembe vétele nélkiil — tervezik a bankok. Legyen
Dy > 0 a hitel kezdsértéke, T > 1 a torlesztési id6 és legyen ¢ = 1,2,...,T a hiteltorlesztési idGszakok (&ltalaban
honap, de itt év) indexe. A t-edik idGszak (végi) torlesztése By, az idGszaki kamattényez6 (= 1 + kamatlab) R, és az
idGszakvégi adossag Dy.

Definici6 szerint igaz a kovetkezd azonossag:

1j adossag = régi adossag + kamat — torlesztés,

(1) D,=RD, 1 —B;, t=1,2,...,T—1,T, Dy adott.

Figyelem: a koznyelv gyakran kamatnak nevezi a kamatlabat, holott az els6 (R — 1) Dy, a méasodik R — 1.

Sziikségiink lesz a (B;) torlesztési sorozat jelenértékére, amelyet angol kezdGbetiii nyoméan (present value) PV-
vel roviditiink. Definicié szerint a pénzfolyamat jelenértéke az a szam, amelynek megfelels tékét elhelyezve a hitel
felvételekor a bankban, és a hitelkamatlabbal kamatoztatva az esedékes torlesztésekig, a hitelfelvevs éppen ki tudné
fizetni az adosségat.

1. segédtétel. A (B;) tirlesztési sorozat jelenértéke
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Bizonyitas. Gondoljuk azt, hogy a hitel felvételekor a hitelfelvevé T' kamatozé bankbetétet képez, és a t-edikbe
betesz R™'B; forintot, t = 1,...,T. A kamatos kamat miatt a t-edik idGszak végére a t-edik betét éppen By-re duzzad,
tehat ebbdl tudja fizetni az esedékes torlesztést. Ha Osszeadjuk a bankbetétek értékét, adodik (2). O

Esszerti feltevés, hogy a hitelérték éppen a torlesztési sorozat jelenértéke: Dy = PV. A valosagban azonban a kamat-
labrés (= hitelkamatlab —betéti kamatlab) miatt a hitelkamatlab joval nagyobb, mint a betéti kamatlab. A jelzaloghitel
esetében azonban a kamatlabrés nem tul jelentds.

A hagyomanyos hitelnél id6ben valtozatlan a torlesztés: By = B. Igaz az

1. tétel. A T futamidd esetén a Do > 0 nagysdgu hitel idében dllando térlesztdrészlete

(R —1)Dyg

TR T R>1

(3) B=

Bizonyitas. B, = B esetén (2)-ben alkalmazhat6 a mértani sorozat osszegképlete:

1-RT

1T-p 1 B.

Dy=PV=R"!

Rendezéssel adodik (3). O

! Koszdnetemet fejezem ki Kirdly Julidnak, hogy lehet6vé tette, hogy a késziils kozos munkank egy részét hasznosithassam a K6MaL-ban.



A valésédgban a kamattényez6 idével valtozik, s e miatt a bank akir minden idészakban tjraszamolhatja az ese-
dékes torlesztési részletet, mikozben felteszi, hogy a kamattényezé a kovetkez6kben mar nem valtozik. Ezzel a fontos
bonyodalommal azonban ebben a cikkben nem foglalkozunk.

A kovetkezs feladat egy szakemberek &ltal is gyakran figyelmen kiviil hagyott jelenségre hivja ol a figyelmet.
(Megoldas a cikk végén.)

1. feladat. Jelslie B(T) a T futamid6hoz tartozo torlesztést. Igazoljuk, hogy B(T) = B(2T)(1+ R™"), ezért
R > 1 esetén a futamid6 megduplazasa nem felezi a torleszt6részletet: B(2T) > B(T')/2!

Egyszertisége miatt érdemes az 6roktorlesztést kiilon is bemutatni.

1. példa. Ha a torlesztési id6 végtelen: T' = oo, akkor
(3/) B= (R - 1)D0 és Dt = Do.

Ebbdl leolvashato, hogy a valtozatlan torlesztérészlet a kamattal egyenls. Az is latszik, hogy nagyobb, példaul 10%-os
éves kamatlab esetén képtelenségE egy 10 mFt-os hitelt torleszteni, hiszen csak az éves kezdérészlet 1 mFt lenne.

A jelzaloghitel egyik legnagyobb probléméja, hogy modern gazdasigban — a valsagoktodl eltekintve — az altalanos
arszinvonal emelkedése (kéznapi nyelven: az inflacid) nem hanyagolhato el. Ennek vizsgalataban visszatériink a valtozo
torlesztést palyadhoz: (B:). Legyen az id6ben allando inflacios tényezs: p, és a t-edik idGszakvégi halmozott arindex:
P, = p', Py = 1. Osszuk el az (1) egyenlet mindkeét oldalat P;-vel:
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Ezen a ponton bevezetjiik a redlkamat-tényez6t, a realtorlesztést és a real-adéssagéallomanyt:

R By Dy
6 r=—, bt:— és dt:—.
(©) D Py P

A korédbbi viltozokat nomindlis jelz6vel kiilonboztetjiik meg redltarsaiktol. Figyeljik meg, hogy a nominalis ka-
mattényezdt az éves inflacios tényezivel osztottuk, a torlesztérészletet és az adossagot viszont az arszinttel.

(6) segitségeével (5) egyszertisithets:

(7) dt = ’I”dt,1 - bt, t= 1, 2, ey T, do adott.

Szoban: Gj redladdssidg = régi redladossag + redlkamat — realtorlesztés.

Kitérsként megemlitjiik, hogy rossz hagyomanyként a kdzgazdaszok a redlkamatlabat gyakran azonositjak a nomi-
nélis kamatlab és az inflacios rata kiilonbségével. Ez azonban csak néhany szézalékos ratak esetén elfogadhato kozelités,
amikor

ro1= B Bop
p p

A képletek jobb megértését szampéldakkal segitjiik. Alapadatok: a hitel futamideje: T = 20 év, a hitel Gsszege:
Dy = 10 mFt.

Bar a nomindlis kamatlab és az inflacids rata részben fiiggetlen egymastol, szemléltetésiinkben célszeri a redlkamat-
tényez6t rogziteni: = 1,06. Az 1. tdbldzatban azt nézziik meg, hogyan hat az inflacios rata noévekedése az éves
torlesztési részletre. Allando arszintnél a torlesztés 872 eFt, 6%-osnal mar 1369 eFt — ez mar kifizethetetlen. Persze,
az évek miltaval a torlesztés realértéke idGben egyre inkdbb csokken. Nulla inflacié esetén a zarotorlesztés realértéke
872 eFt, s 6%-os inflaci6 esetén 427 eFt-ra csokkenne, ha kifizethetd lett volna.

(R_l)_(p_1)7 ha Rupf":"ll

1. tablizat. Az inflacié hatésa az éves induld és zaro torlesztésre, eFt

Inflacios index  Nyito torlesztés  Zaroé real torlesztés

4 B br
1,00 872 872
1,03 1110 614
1,06 1369 427

Megjegyzés. Realkamat-tényezs: r = 1,06, nominalkamat-tényezs: R = rp, zar6 torlesztés redlértéke: by = B/pT.

3. Kettdsen indexalt torlesztés

2A mai atlagos jovedelmekhez viszonyitva.
3A mai atlagos jovedelmekhez viszonyitva.



1975 koriil Franco Modigliani (Nobel-emlékdijas kozgazdasz) valaszt keresett a gyors inflacio okozta kezdGtorlesztési
gondokra. Megoldasként az un. kettdsen indexdlt hitelt javasolta, ahol nemcsak a redlkamat-tényezs, hanem a by
realtorlesztés is allando: r, = r és b, = b. Ekkor (7) tovabb egyszertisodik:

(8) dt:’l”dtfl—b, t:1,2,...,T.

Az 1. tétel helyére 1ép a

2. tétel. Ha a redlkamat-tényezd dllandd és a bank gy dllapitjia meg az esedékes hiteltorlesztést, hogy a redltorlesztés
minden iddszakban dllando legyen, akkor a redltérlesztés

(T‘ — 1)D0

©) b=,

r>1;

mig a redladdssdg (8) szerint alakul.
Visszatériink 1. példankhoz.

2. példa. Ha a torlesztési id6 végtelen: T = oo, és kettsen indexalt torlesztést alkalmaz a bank, akkor a torlesz-
térészlet

(3”) b= (’I‘ — 1)D0
Ebbdl leolvashato, hogy ilyenkor a valtozatlan realértéki torlesztérészletnek a hitelhez viszonyitott ardnya a realkamat-

labbal egyenls. Alacsony éves redlkamatlab esetén még magas nominalkamatlab mellett is torleszthets a kezdGrészlet.

A 2. tdbldzatban azt vizsgaljuk, hogyan hat a redlkamat-tényez6 emelkedése a kettGsen indexalt hitel torlesztésére.
0%-os redlkamatlabnal fejb6l tudjuk az eredményt: 10/20 = 500 eFt; 3%-os redlkamatlabnal az éves torlesztés 672 eF't,
de 6% esetén mar 872 eFt! (Az 1. tablazat 1. sora.)

2. tabldzat. A redlkamatlab hatésa az éves torlesztésre: DIM

Realkamat-tényez6 Eves torlesztés (eFt)

r b
1,00 500
1,03 672
1,06 872

A 2. feladat a két tipusu hitel érdekes kiilonbségét emeli ki. (Megoldas a cikk végén.)

2. feladat. Mutassuk meg, hogy a hagyomanyos hitelnél a nominalis ad6ssag idében monoton csékken, mig a kettss
indexélasu hitelnél a monotonitas csak akkor igaz, ha az inflacids tényez6 elegendGen kicsi, nevezetesen ha

1—7-T

P<i_, =T

Példaul r = 1,03 redlkamat-tényez6 esetén az inflacio rata legfeljebb csak 3,9% lehet: p < 1,039, ha a tartozast monoton
csokkendnek akarjuk.

Egyébként a magyar didkhitel is a kettds indexalasu hitelhez hasonlit, csak a futamidg valtozo, és a torlesztGrészlet
a mindenkori egyéni kereset rogzitett szazaléka. Allando6 redlkereset esetén a torlesztési pélya azonossa valik a kettds
indexalast palyaval.

4. Devizaalapua-hitel

Alacsonyabb és stabilabb kamatlabak, valamint elhanyagolhaté inflacio, és kedvezé arfolyamok miatt szdmos or-
szigban a hazai valuta helyett valamilyen més orszag devizaja alapjan szamoljak el a jelzélog- (és egyéb) hiteleket.
Magyarorszagon 2004 utan terjedt el ez a forma, és az alacsonyabb kamatlabak és stabil arfolyam miatt a svajci frank
nemcsak a forint-, de az eurdkolesdndket is kiszoritotta. 2008-ban azonban beiitott a nemzetkozi pénziigyi és gazdasagi
valsag. Mig az eur6 forint arfolyama 250-r6l csak 300-ra (20%-kal) nétt, addig a svéjci franké 150-r6l 250-re (67%-kal)
ugrott. Emellett a devizakamatlab is nétt.

Uj modelliinkben is alland6é paraméterértékekre szoritkozunk, de a forint adossag helyére egyeldre a devizaban
kifejezett addssag lép (x-gal jelolve a devizaban adott kamattényezst, adossagot és torlesztérészletet):

(10) Df=R!Df ,—B;, t=12..T, 1<R'<R



Mivel a devizaalapd hitelnél a devizaban kifejezett adossagot (D}) és a torlesztést (B;) a bank minden idgszakban
forintra szamitja &at, ezért sziikségiink lesz a kiils¢ valuta arfolyamara (a hazai valutaban kifejezve): Ey, és id6ben
allandonak feltételezett relativ valtozasara:

(11) e=FE/FEq1 > 1.
Felirjuk a (10) devizaadossag-dinamika forintban kifejezett alakjat:
(12) E.Df =eR;E,_1D}_, — E\B;, t=1,2,...,T.
Ekkor a devizarol a forintra atszamitott (hullamos) torlesztorészlet és adossag rendre
(13) B, = E,Bf, ¢ D,=E.D;.
Az 1. és a 2. tétel helyére most 0j tétel 1ép.

3. tétel. Ha a bank minden iddszakban dllandonak veszi a torlesztés devizaértékét, akkor a t-edik iddszak torlesz-
torészletének deviza- é€s forint értéke rendre

(R* —1)Dg
I-R* T

mig a devizaaddssdg (10), s a forintra dtszdmitva pedig (13) szerint alakul.

(14) B* = és By = E,B",

Bevezetve az R = eR* devizaalapt hitel forint kamattényezsjét, (13) segitségével (12) atirhato:
(15) Dy=RDy_1—B,, t=1,2,....,T, Dy=D,.
Hasonlitsuk Ossze a forintalapt adossag (1) egyenletét a devizaalapu adossag forintban kifejezett (15) egyenletével.
Lathato, hogy a két kamatlab pontosan akkor azonos, ha

R = R(= R*).

Ezt az esetet nevezik fedezetlen kamatparitdsnak: a hazai kamattényez6 = kiils6 kamattényez6 x arfolyamvaltozas.
Bar az eltérs torlesztési folyamat miatt eltérd a két adossadgdinamika, a hitel jelenértéke mindkét esetben azonos.
Ha emellett a forint hazai értékvesztése parhuzamos a leértékelGdéssel: p = e, azaz a realarfolyam allando, akkor
kiilonosen egyszert az Osszehasonlitas. Ekkor a devizaalapu hitel azonos a kettGs indexaldsa forinthitellel. A forinthitel
hazai torlesztérészletei redlértékben magasroél indulnak, de erésen csdokkennek; mig a devizaalapd hitelek alacsonyabb
szintrél indulnak, de realértékben allandoéak.
A jelenérték segitségével Osszehasonlithatjuk a forint és a devizaalapu hitelt is. Emlékeztetsiil: PV = Dy. Relativ
arfolyammal dolgozva (egységnyinek véve a kezd6 arfolyamot), azaz (11)—-(13) segitségével
t

PV=B(—=+ -+ —
<R+ +

Rt> s ahol EO =1.

Bevezetve a p = R/e forint-ekvivalens devizakamattényezst, (14) segitségével a devizaalapa hitel jelenértéke zart
alakban egyszerten felirhato: .
R*—1 1-p Do,
1—-R=T p—-1
amely pontosan akkor nagyobb vagy kisebb, mint eredeti forinttarsa: PV = Dy, ha p > R* vagy p < R".
Harmadszor is megvizsgéljuk a legegyszertibb esetet.

PV =

3. példa. Ha a torlesztési id6 végtelen: T = oo, és devizaalapd hitelt alkalmaz a bank, akkor a t-edik id&szak
torlesztOrészletének deviza- és forint értéke rendre

(3%) B* = (R*—1)Dy ¢s B, = E/(R*—1)D.

Ebbdl leolvashato, hogy ilyenkor a valtozatlan deviza torlesztérészletnek a hitelhez viszonyitott ardnya a devizakamat-
labbal egyenls. Alacsony devizakamatlab esetén komolyabb hitelt is lehetséges torleszteni, feltéve, hogy a leértékelsdés
az inflacidhoz és a nomindl jovedelmi palyahoz képest nem tul gyors.

A 3. tdbldzat készitésekor harom esetet vizsgalunk: a) az arfolyam allando: e = 1, tehat a devizaalapu kamatlab
kisebb, mint a forintkamatlab: eR* < R; b) a leértékel6dés koveti az inflaciot: e = p, és a devizaalapu kamatlab egyenld
a forintkamatlabbal: eR* = R; ¢) a forint leértékel6dés gyorsabb, mint az inflacié: e > p, és a devizaalapti kamatlab
nagyobb, mint a forintkamatlab: eR* > R. Az a) eset a 2004-2008-as helyzet, a ¢) eset a 2009-t6l kialakulé helyzet
stilizdlt képe, és a b) eset a kettd kozott egy simabb atmenet. Szamszerden: R* = 1,06; p = 1,06; R = R*p = 1,1236;
ea=1,¢,=R/R*=1,06ése.=1,1.

A forinthitel kezddrészlete 1369 eFt, zar6 realértéke csupan 427 eFt (1. tablazat utolsé sora). A devizaalapu
hitel kezdérészlete mindharom esetben 872 eFt. A kedvezs esetben a zar6 realérték 272 eFt, a hitel jelenértéke csak
6,4 mFt. A kedvezGtlen esetben a zaro redlérték 1 829 eF't, a jelenérték viszont 14,1 mFt. A semleges esetben a torlesztés
redlértéke valtozatlan, és a jelenérték megegyezik a hitellel.



3. tdabldzat. A devizaalapu hitel és a leértékelgdés

Leértékelsdeési Realtorlesztés (eFt) Devizaalapt-hitel
tényezo kezd& z4rd jelenértéke (mFt)
& 51 ET P\{/
1,00 872 272 6,368
1,06 872 872 10,000
1,10 872 1829 14,058

Megjegyzés. R* = 1,06, p = 1,06 és R = 1,1236; forinthitel torlesztorészlete: B = 1 369 eFt, zard realértéke:
br = 427 eFt.
Kozelebb keriilnénk a jelenlegi magyar helyzethez, ha egy idében valtozé paraméteri devizaalapi hitelt vizsgalnank:

egy nagyon kedvezének indulé devizaalapu hitel (1. sor) egy hirtelen valtozas miatt nagyon kedvezétlenné valik (3. sor).
Ennek szemléltetését az Olvasdkra bizzuk.

Feladatmegoldasok
1. feladat. (3) értelmében
R—-1
B(2T) = T p=aT R_2TD0.

Jol ismert algebrai azonossag szerint a jobb oldal

R-1
(1-RT)(1+RT)

DO)

s ez (3) értelmében
B(T)
1+ R T
2. feladat. a) Az egyszertseég kedvéért csak Dy < Do-t igazoljuk. (3) értelmében B(oco) < B(T), és (1)-et felhasz-
nalva
D1 = RDO - B(T) < RD() - B(OO) = Do.
b) (9) értelmében a kettss indexalast hitelnél a B(oo) < b(T") pontosan akkor teljesiil, ha

(7‘ — 1)D0

—1)Dy <
(pr )Do 1_,-T

all. Rendezéssel adodik a 2b) feladat feltétele.



