A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

1. Legyen ag < a1 < ag < ... pozitiv egészeknek eqy végtelen sorozata. Bizonyitsuk be, hogy létezik egy egyértelmiien
meghatdrozott n > 1 egész szam, amire

ag+ar+...+a
an < "SanH.
n

Homonnay Balint megoldasa. Tegyiik fel, hogy egy n-re

a+ar+...+ap
n

< Apn+1-

Szorozva n-nel, hozzdadva a,1-et és osztva n 4+ 1-gyel azt kapjuk, hogy

ap+ai+...+ans1 <a
n+1 = Tl

tehat ha n-re igaz az allitas, akkor n + 1-re nem lehet az. Mivel a sorozat szigortian monoton né, ezért semmilyen n-nél

nagyobb szamra nem lehet igaz, tehat legfeljebb egy szamra lehet igaz az allitas.

. ag +a
Mivel a1 < 0 L

, csak akkor nem lehet megoldas, ha minden n-re

apg+ar+...+ap
n

> Gpa1-

Indukciéval belatjuk, hogy ha nincs megoldas, akkor minden i-re

ag+ar+...+a;
)

41 és a; <ag—+ai.
Szorozva, majd hasznélva az indukcios feltevést és a sorozat monotonitasat:

t-Qip1 <agtar+...+a; < a0+a1+(i—1)(a0+a1) :i(a0+a1), a;+1 < ap+ay,
illetve i-vel szorozva és a;41-et hozzdadva

a0—|—a1—|—...—|—ai+1_
i+1 ’

(i + 1)ai+1 <ap+tay+...+a;41, azaz a;41 <

ap+ay+ ...+ a;41
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novekszik, ¢ = ag + a1 + 1-re ez az allitds nem lehet igaz, tehat mindig van megoldas, és feljebb mar igazoltuk, hogy

ez egyértelmd.

ha nincs megoldas, ekkor ebbdl valéban a;12 < kovetkezik. Mivel a sorozat szigortian monoton

2. Legyen n > 2 egész szam. Tekintsiink egy n’ egységnégyzetbsl dllo n x n-es sakktabldt. n bistydinak az elhelyezését
ezen a sakktdbldn békésnek nevezziik, ha minden sorban és minden oszlopban pontosan egy bastya dll. Hatdrozzuk meg
a legnagyobb olyan k pozitiv egész szamot, amire igaz az, hogy n bdstya minden békés elhelyezéséhez taldlhato egy olyan
k x k-as négyzet, amelynek a k* eqységnégyzete eqyikén sem dll bastya.

Maga Balazs megoldasa. Be fogjuk bizonyitani, hogy amennyiben i2 < n < (i + 1)*, ahol i pozitiv egész, akkor
k=1i.

Ennek igazolasahoz két dolgot kell tenniink. Egyrészt bizonyitanunk kell, hogy minden lehetséges békés elrendezés
esetén marad szabadon i X i-s négyzet. Masrészt meg kell mutatnunk, hogy 1étezik a bastyaknak olyan békés elrendezése,
ami esetén nem marad szabadon ennél nagyobb négyzet. Ezen lépéseket ebben a sorrendben tessziik meg.

. Szamozzuk meg az oszlopokat 1-t6l n-ig balrél jobbra, a sorokat szintén lentrdl felfelé. Ekkor lesz olyan bastya,
ami az 1. oszlopban van. Legyen ennek sorszama s;, ekkor ezen béstya koordinatai (1,s;). Tekintsiink most agy
i darab szomszédos sort, hogy az s; sor koztiik van. Mivel n > i > i, ez lehetséges. Ezen i sorban még tovabbi i — 1
bastya talalhato (1,s1)-n kiviil, mivel békés elrendezésben minden sorban pontosan egy bastya van. Indirekte tegyiik
fel, hogy ebben az ¢ darab sorban nem marad szabadon ¢ x i-s négyzet. Ez azt jelenti, hogy barmely szomszédos ¢
oszlopba keriil bastya ezen az i darab soron. Azaz ha tekintjiik ezen bastyak oszlopszaméat novekvs sorrendben (ezeket
jelolje 1 = o1 < 02 < ... < 0;), akkor tetszbleges j € 1,2,...,i — 1 esetén 0,41 — 0; < i. Ebbdl adodik, hogy
0, <op+i-(i—1)= i? — i+ 1. Mivel viszont n > i?, n > i? + 1, ezen o; sorszami oszlop utan még legalabb i darab



oszlopban nincs bastya ezen az ¢ darab soron. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy szabadon marad egy i X i-s négyzet.
Ez ellentmondés, tehat valoban mindig marad szabadon i X i-s négyzet.

IL. Ttt elegends egy konstrukciot létrehoznunk, aminél nem marad szabadon (i + 1) x (i 4+ 1)-s négyzet. Helyezziik
el bastydinkat a kovetkez6 modon: az 1. sorban levd bastya legyen az (1,1) mezén. A masodik sorban levs legyen
az (i + 2,1+ 1) mezoén. Es igy tovabb, amint egy sorral feljebb lépiink, mindig i + 1 oszloppal lépjiink jobbra, amig
ez lehetséges, azaz amig az igy kapott oszlopszam nem 1épi til az n-t. Ha viszont tuallépi, valasszuk a legkisebb iires
sor- és oszlopszédmokkal rendelkezs mez6t, azaz a (2, s2)-t. Innen indulva megint a fenti algoritmust kovetjiik: 1 sorral
feljebb, ¢ + 1 oszloppal jobbra, amig ez lehetséges. Ha nem, a (3, s3) mez6t valasztjuk. Ezt az algoritmust folytatva
pakoljuk fel a bastyakat, mig a sorszam el nem éri az n-t. Azt allitom, hogy az igy kapott elrendezésben nem marad
szabadon (i + 1) X (i + 1)-s négyzet, azaz ez az elrendezés megfelel szamunkra.

El6szor azt kell meggondolnunk, hogy egyaltalan békés elrendezéshez jutottunk-e, azaz igaz-e, hogy minden sorban
és oszlopban pontosan 1 bastya van. Mivel n bastyat helyeztiink el, ez ekvivalens azzal, hogy egyik sorban vagy
oszlopban sincs 1-nél tébb bastya. A sorokra ez nyilvanvald, mivel a béastyak elhelyezése soran egyesével 1épdeltiink fel
rajtuk. Egy oszlopban pedig azért nem lehet két babu, mert el6szor az ¢+ 1-gyel 1 maradékot adé oszlopokon mentiink
végig 1-t6] indulva n-ig, aztan a 2 maradékot adokon stb. Igy a bastyik elhelyezése soran maradékosztalyonként
soroltuk fel a szamokat 1-t6l n-ig. Ekkor vilagos, hogy ugyanabba a maradékosztalyba nem kezdhettiink bele kétszer,
hiszen akkor mar n-nél tébb bastyat kellett volna elhelyezniink. Tehat valoban békés az elrendezésiink.

Tehat mar csak azzal kell foglalkoznunk, hogy nem maradhatott (i + 1) x (i + 1)-s négyzet szabadon. Ez ekvivalens
azzal, hogy tetszéleges mddon valasztva ¢ + 1 szomszédos sort, nincs gy ¢ + 1 szomszédos oszlop, hogy mindegyik iires
lenne ezen i + 1 soron beliil. Ezt fogjuk tehéat bizonyitani.

El6szor nézziik azt az esetet, amikor van olyan i+ 1-es maradékosztaly, amit teljes egészében tartalmaz a kivalasztott
1+ 1 darab sorunk, azaz a megjelené oszlopszamok kozott ott van az 0sszes 1 és n kozotti szdm, ami ¢ + 1-gyel osztva
egy adott m maradékot ad. Ekkor nyilvan nincs olyan ¢ + 1 szomszédos oszlop, ami iires lenne ezen az ¢ + 1 soron,
mivel tetszéleges ¢ + 1 szomszédos oszlop kozott van olyan, melynek sorszama m maradékot ad ¢ + 1-gyel osztva. Ezzel
az esettel tehat készen vagyunk.

Tehat méar csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor nincs olyan maradékosztaly, ami teljes egészében fel
lenne sorolva ebben az i + 1 sorban. Ekkor tehat legalabb 2 maradékosztaly elemei jelennek meg, mint oszlopszamok.
Masrészt mivel csak akkor valtunk maradékosztalyt, ha az aktualisat mar teljes egészében felsoroltuk, nem lehetséges,
hogy legalabb 3 maradékosztaly elemei jelenjenek meg, mint oszlopszdmok, hiszen ekkor a nem szélsk osszes 1 és n
kozotti reprezentdnsa megjelenik az oszlopszamok kozott, marpedig azt ebben az esetben kizartuk.

Tehat valojaban most mar csak azzal foglalkozunk, amikor az i + 1 szomszédos sorbél allé blokkunk pontosan
2 maradékosztalybol tartalmaz oszlopszamot. Legyenek ezek m és m + 1. Ekkor m # 0, mivel a maradékosztalyokat
1-t6l indulva soroljuk fel, igy ez a maradékosztaly az utolsé.

m+1 viszont lehet 0, ekkor rendhagyé médon i+1-es maradéknak tekintjiik mod i+1 az egyszertiség kedvéért. Ekkor
az oszlopszamok a konstrukcié megalkotasi algoritmusa alapjan lentrdl felfelé haladva: a(i+1) +m, (a+1)(i +1) +m,
o ata)@+)+m,m+1, (i+1)+m+1,...,b-(i+1)+m+1. Ekkor b > a — 1. Indirekte tegyiik fel, hogy nincs

igy. Az imént i + 1 sort vettiink fel, igy a fent megjelens ¢ + 1 egyiitthatok (a, a +1, ..., a4+ a1, 0, 1, ..., b) szdma
i+1.b<a—1 esetén ezek mind eltérek, tovabba b+ 1 is eltér mindtsl. Igy a 0- (i +1), 1- (i +1), ..., b- (i + 1),
b+1)-(i+1),a-(i+1),(a+1)-(i+1),..., (a+a1)- (i+1) szamok mind eltérSek, valamint mindegyik legalabb 0

és kisebb, mint n, mivel a legnagyobb koziilik (¢ +a1) - (¢ +1), s még (a+a1) - (1 + 1) + m < n is igaz.

Tehét a nemnegativ, n-nél kisebb i+ 1 tobbszdrosok szama legalabb i+ 2. Masrészt n < (i + 1) miatt a legnagyobb
ilyen tobbszoros az i - (i + 1), a legkisebb pedig a 0 - (i + 1), azaz az ilyen tObbszorosok szama valojaban ¢ + 1.
Ez ellentmondas, tehat valoban b > a — 1. Ugyanakkor b < a + a;. Ellenkez6 esetben ugyanisn >b-(i+1)+m+1 >
(a+ay)-(i+1)+m. Ez utébbi itt a legnagyobb n-nél nemnagyobb, i+ 1-gyel osztva m maradékot ad6 szam. Igy nyilvan
b-(i+1)+m+1 alegnagyobb n-nél nemnagyobb i 4 1-gyel osztva m + 1 maradékot ado6 szdm. Ez viszont azt jelenti,
hogy az m + 1-es maradékosztaly Osszes n-nél nemnagyobb pozitiv reprezentansa megjelenik ebben az i 4+ 1 sorban,
mint oszlopszam, ami ellentmond az esetiink kiindul6 feltételével. Tehdt a — 1 < b< a4 a1, azaza <b+1<a+ a;.
Tehat (b+1)- (i + 1) + m az itt megjelend oszlopszamok kozstt van. Ebb6l viszont mar rovid aton kovetkezik, hogy
nem maradhat {iresen ¢ + 1 szomszédos oszlop ebben az ¢ + 1 sorban.

El6szor is a legkisebb oszlopszam m+1 < i + 1, igy az els6 ¢+ 1 oszlop biztosan nem iires. Utdna b- (i + 1) +m+ 1-ig
végig legfeljebb ¢ + 1 a kiilonbség a szomszédos sorszamok kozott, nincs gond, tovabbra sem maradhat iiresen ¢ + 1
szomszédos oszlop. Ezt kovetGen nem maradhat tiresen ¢ + 1 oszlop, hiszen (b+ 1) - (i +1)+m —b- (i +1)+(m+1) =
1 — 1 két oszlopszam kiilonbsége. Innen viszont (a + a1) - (i + 1) + m-ig ismét végig i + 1 a kiilonbség az oszlopszamok
kozott, mint az imént, azaz most sem maradhat iiresen i+ 1 szomszédos oszlop. Ezen iménti oszlop pedig nem lehet ¢41-
nél tavolabb a tabla szélétsl, mivel ez a legnagyobb n-nél nemnagyobb reprezentansa egy ¢ + 1-es maradékosztalynak.
Azaz akarhogy valasztunk ki i+ 1 szomszédos sort, nem lesz benniik i+ 1 szomszédos iires oszlop. Tehat a konstrukcionk
valoban megfelel az elvarasainknak. Ezzel készen vagyunk, valéban minden n > 2 esetén, ha i? < n < (i + 1)2, akkor
k=1i.

3. Az ABCD konvex négyszogben ABC<t = CDA< =90°. A H pont az A-bol BD-re bocsdtott merdleges talppontja.



Az S, illetve T pont gy helyezkedik el az AB, illetve AD oldalszakaszon, hogy H az SC'T hdromszdg belsejében van, €s
CHS<—-CSB«=90°, THC< - DTC< =90°.
Bizonyitsuk be, hogy a BD egyenes érintdje a T'SH hdromszég kérilirt kérének.

Fehér Zsombor megoldasa. Mindenekel6tt a CHS< — CSB< = 90° feltételt fogjuk értelmezni. Ehhez vegyiik
fel az AB egyenesen azt az X pontot, melyre SH X< derékszog (1. dbra). Ekkor CHX< = CHS — 90° = CSB«.
Tehat CHX < = CSX <, igy CHSX hurnégyszog. Es mivel SHX < = 90°, ezért a Thalész-tétel alapjan a CHSX kor
kozéppontja SX felez6pontja, ami legyen P.

1. dbra

A TS H haromszog koriilirt korének kozéppontjat az SH és T'H oldalak szakaszfelezd merdlegesének metszéspontja-
ként fogjuk meghatarozni (2. dbra). SH felez6merdlegese ugyanaz, mint S P H < szogfelezGje, hiszen PSH egyenlGszara
haromszog. Ezaltal az dbra mar is sokat egyszertisodott: csak vessziik HC felez6mer6legesét, ez P-ben és (Q-ban metszi
AB-t és AD-t, majd tekintjikk a H P A< és HQA< szoglelezGjét (a belsd szogfelezst, mert az S és a T pont az AP, illet-
ve az AQ szakasz belsejében helyezkedik el). Azt kell belatnunk, hogy ezek metszéspontja rajta van az AH szakaszon,
hiszen ekkor AH | BD miatt BD valoéban érinteni fogja a T H.S kort.

2. dbra

Lemma. Tetszéleges KLM N négyszogre a K-bol és M -b6l kiindulo belsd szdgfelezdk pontosan akkor metszik egy-
mdst az LN dtlon, mint amikor az L-bdl és N -bél kiindulo szogfelezok a KM dtlon.

Bizonyitas. A szogfelez6tétel alapjan, ha a K, M szogfelez6k mindketten az O pontban metszik LN-t, akkor
KL/KN =OL/ON = ML/MN.Igy KL/ML = KN/MN alapjan az L, N szogfelez6k ugyanolyan aranyban osztjik
a K M szakaszt, azaz ugyanott metszik a K M atlét. Vagyis mindkettS pontosan akkor teljesiil, ha a négyszog szemkozti
oldalainak szorzata egyenld.

A lemméat alkalmazva az APHQ négyszogre, azt kell belatnunk, hogy a PAQ< és PHQ< szogfelezGje a PQ
egyenesen metszi egymast.

Még nem hasznaltuk a feladat ABC< = CDA< = 90° feltételét (3. dbra). Ez alapjan ABCD harnégyszog, igy
BAC< =BDC<=90°— ADH< = HAD<.

2D

3. dbra



Megjegyzés. A feladat B és D pontjat, illetve az ott 1év6 derékszogeket tulajdonképpen csak arra hasznaljuk, hogy BAC< =
HAD«< teljesiiljon. Valojaban a C' pountot szabadon mozgathatjuk az AC egyenesen, az allitas érvényben marad.

Legyen az AHC kor és a P(Q) egyenes metszéspontja E (4. dbra). Mivel HC felez6mer6legesén van E, a HC iv
felez6pontja E, ezért HAE< = EAC<. Es mivel QAH< = CAP<, a QAP szogfelezje nem méas, mint AE. Az AHC
kor kozéppontja rajta van HC' felezGmerdSlegesén, PQ-n, ezaltal a kor tiikrés PQ-ra. Azon pontok halmaza, melyek
P-t6l és Q-t6l meért tavolsdgainak aranya allando, és ez az allando AP/AQ), egy Apolloniusz-kor. Mégpedig egy olyan
Apolléniusz-kor, ami atmegy A-n, és a szogfelez6tétel miatt E-n, emellett tiikros a PQ egyenesre. Igy ez a kor csak
az AHC kor lehet. Tehat H is rajta van az Apolloniusz-koron, igy HP/HQ = AP/AQ, és PHQ< szoglelezGje is
atmegy F-n. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

4. dbra

Megjegyzések. 1. Amennyiben az A, H, C pontok egy egyenesre esnek, az Apolloniusz-kor helyét egy felez6 merdleges veszi fel.
Ebben az esetben az egész abra szimmetrikus, a feladat allitdsa pedig trivialis. Annak ellenére, hogy raadasul a fenti bizonyitas
is lényegében ugyanigy mikddik, a versenyz6k ezen megjegyzés hidnydban — mint minden specidlis eset elmulasztasaért —
maximadlisan 6 pontot kaphattak.

2. A megoldas utolso lépésének alapja a kovetkez6 egyszerd, de mégis megleps tétel, amit érdemes lehet megjegyezni:

Tétel. Ho ABCD deltoid, akkor a {P | APB< = DPC< (mod 180°)} halmaz, vagyis azon pontok mértani helye, melyekbol
az AB és DC szakaszok ugyanakkora irdnyitott szogben ldtszanak, egy kor és egy egyenes (rombusz esetén két egyenes). A kor
a fent ldtott Apolloniusz-kor, az egyenes pedig a deltoid szimmetriatengelye.

Ezt a tételt alkalmaztuk feladatunkban a PHQC deltoidra: mivel PAC< = HAQ<, ezért AP/AQ = HP/HQ, készen

vagyunk. Ugyanakkor a tétel hasznalataval pl. Lapunk B. 4448. feladata (2012. aprilis) is koénnyen adodik — ezt Olvasonkra
bizzuk, hogyan.

4. P és Q az ABC hegyessszgi hdromszog BC' oldalszakaszdn gy helyezkednek el, hogy PAB< = BCA< és
CAQ< = ABC<«. Az M, illetve N pontok az AP, illetve AQ egyenesen ugy helyezkednek el, hogy P az AM szakasz
felezdpontja és Q az AN szakasz felezdpontja. Bizonyitsuk be, hogy a BM és CN egyenesek az ABC hdromszdg kérilirt
korén metszik egymdst.

Janzer Barnabas megoldasa. Legyen a héromszog harom oldala a szokésos jelolésekkel a, b és c. A CAQ és

. A BA
C BA haromszogek hasonloak, mert a feladat feltételei miatt két megfelels szogiik azonos nagysagu. Igy O—i =y
A b b
vagyis AQ = g—B -BA =" Ebbsl AN =2. .

a a
Legyen H a BC szakasz felez6pontja. Ekkor BAH és ANC haromszogek hasonlok, mivel egy szogiik és a mellette
1év6 két oldal aréanya azonos: ABH< = NAC<, valamint
BA c 2¢c . AN 2. % 2¢
28 5 0 g B 2 a2t
BH




Igy a hasonlosagbol ACN< = BH A<. Hasonléan ABM< = AHC<. Igy ha a BM és CN egyenesek metszéspont-
ja R, ABR<1+ RCA< = AHC< + BHA< = 180°, igy ABRC hurnégyszog, és ezt kellett belatni.

1
5. Minden pozitiv egész n-re a Fokvdrosi Bank — cimletd érméket bocsdt ki. Ha adott egy véges készlet ilyen (nem
n

1
feltétlenil kilonbozé cimletd) érmékbol, mely készletnek az dsszértéke legfeljebb 99 + ok bizonyitsuk be, hogy a készletet
feloszthatjuk 100 vagy kevesebb csoportra gy, hogy minden csoportban az érmék dsszértéke legfeljebb 1.

1
Di Giovanni Mark megoldasa. Lassuk be a feladat altalanositasat, azaz n— 3 Osszértéki érmékre és n dobozra,

teljes indukcioval (n = 100-ra a feladat allitasat kapjuk).

n = l-re az allitas trivialis, mert az Osszes érmét berakhatjuk egyetlen dobozba.

Tegyiik fel most, hogy m — 1-ig igaz az allitds (m > 2) és lassuk be m-re.

Ha van néhany érme, amelyek 6sszértéke 1, akkor azokat berakhatjuk az els6 dobozba, ezzel visszavezetve az m—1-es
esetre, amit mar belattunk. Tehat mostantol feltehetjiik, hogy nincsenek ilyen érmék.

Tovabba ha van kett6 darab 1/2t értékd érmeénk, akkor azokat lecserélhetjiik egy darab 1/t értéki érmére, mivel
ha igy el tudjuk végezni az elhelyezést, akkor az eredeti érméket is el tudjuk helyezni. Tehét feltehetjiik, hogy minden
paros nevezdji érmébdl legfeljebb 1 darab van.

Rakjuk bele a dobozokba az érméket moho algoritmussal, azaz vessziik a legnagyobb, addig nem elhelyezett érmét
és belerakjuk az egyik dobozba (mint majd kideriil, lényegtelen, hogy melyikbe). Ha ezzel az algoritmussal sikertilt

1
elhelyezni az Osszes érmét, akkor készen vagyunk és az allitdst beldttuk. Ha nem, akkor elakadtunk egy 7 értéki

érménél. Eddig a dobozokban csak olyan érmék szerepelhetnek, amelyek legalabb 1/b értéktek (a mohé algoritmus
miatt). Tovabba minden dobozban a kimaradt hely kisebb mint 1/b, kiilonben oda be tudnank rakni még legalabb egy

1
kimaradt érmét. Legyen az iires hely mérete az i-edik dobozban a,. Ekkor 3 > max{a;}. Tovabba

>

Sl
DO | =

(m—1) -max{a;} > Zai — max {a;} > Zai -

1
Az utolso egyenlétlenség azért teljesiil, mert az Gsszes érme értékosszege legfeljebb m — 37 igy a dobozokban 1év6 érmék

1
értékosszege meg az 1/b-s érmének az Gsszege is legfeljebb m — 3
Ebbdl adodik:

1
iy > )
max {a;} 3

— > ———, de mivel b egé ért 1 > 1
azaz o > 5, de mivel b egész, ezért © > 5 ——.
Rakjuk bele az eddigi dobozokban 1évs érméket értékeik szerint a kovetkezs tablazatba (egy mezdre akar tobb érme
is keriilhet):

1 1
! 3 | 1
1 1 1
3 6 | 12
1

2m — 5
1

2m — 3

1
Nyilvanvaléan mivel b < 2m — 3, ezért a tablazatba keriils legkisebb elem legalabb CT— értekd.

Most nézziink meg egy sort: az els6 mez6 kivételével minden mez6 nevezGje paros, feltevésiink szerint tehat legfeljebb

1
1 érme lehet rajta. Vizsgaljuk meg az értékosszeget abban a sorban, ahol az els6 mez6 of

1 A mezSk Osszértéke

az els6 mez6t leszamitva legfeljebb akkora, mint a mez&kon 1évs szamok 6sszege (hiszen minden mezén legfeljebb egy
érme lehet). Ez az 6sszeg pedig biztosan kisebb, mint annak a végtelen mértani sornak az 6sszege, melynek els6 néhany
eleme szerepel a mezdkon.

Tehat

. =1 1 1 <1 1
Osszeg<;2t—1'?‘%—1’2?‘%—1'

=1



Az els6 mezon legfeljebb 2t — 2 darab érme lehet, kiilonben ki lehetne valasztani koziiliikk 2¢ — 1 darabot, melyek
Osszege 1. Igy az értékdsszeg a sorban biztosan kisebb, mint

1 1

2t —2) - =
( ) 2t—-1 2t-1

Mivel ezt a gondolatmenetet elvégezhetjiik az Gsszes sorra, ezért minden sordsszeg kisebb, mint 1. Mivel a tablazat
m — 1 darab sorbol all, igy a tablazatban lévé érmék Ssszértéke kisebb, mint m — 1. Innen

Zai=m—Ztéblézat>m—(m—1)=1.

1 1 1
Ekkor max {a;} > —, azaz e
m m
Adjuk Ossze ujra az érméket a téblazatos modszerrel, viszont most csak 1/(m — 1)-ig tartanak a sorok (vagy
1/(m — 2)-ig, m paritésatol fliggden.)

. m
Igy a tablazatban lévs érmék értékosszege kisebb, mint 5 azaz

m 1
Zal =m Ztablaza‘c >m— o= m/2, azaz max{a;} > 5
azaz 1/b nagyobb, mint 1/2. Ebb6l az kovetkezik, hogy b = 1, azaz egy 1 értékid érménél akadunk el. De korabban méar
feltettiik, hogy semelyik néhany érmének az Osszege sem 1, igy nincsen 1 értéki érménk sem, tehat ellentmondésra
jutottunk.
Tehat a pakolassal nem tudunk elakadni, azaz mikodik a médszer, igy belattuk m-re is. Ezzel belattuk az indukciés
lépést, igy minden n-re igaz az allitas, azaz specialis esetként n = 100-ra is.

6. A sik egyeneseinek egy halmazdt altalanos helyzetlinek nevezzik, ha kézottik nincs két pdrhuzamos egyenes, €s
semelyik hdrom egyenesnek nincs kozos pontja. Altalinos helyzeti egyenesek egy halmaza a sikot tartomdnyokra bontja,
amelyek kozil némelyek véges teriletiek; ezeket az egyeneshalmaz véges tartoményainak nevezzik.

Bizonyitsuk be, hogy minden elég nagy n-re teljesil az, hogy bdarmely, n dltaldnos helyzetd egyenesbdl dallé halmaz
egyenesei kozil legaldbb +/n egyenest kékre tudunk szinezni 1gy, hogy nincs olyan véges tartomdny, aminek a hatdra
teljesen kék.

Megjegyzés: Olyan megoldasokra is adhaté pont, amelyek az allitast v/n helyett c\/n-re bizonyitjak; a pontszam a c konstans
érteketsl fiigg.

Agoston Péter megoldasa. Vegyiik tgy, hogy az egyenesek kezdetben feketék, és jelentse egy egyenes pirosra
szinezése azt, hogy azt az egyenest mar nem szinezhetjiik kékre.

Ekkor teljes indukciéval belathato, hogy minden 1/n-nél nem nagyobb k-ra ki lehet szinezni k darab egyenest
kekre ugy, hogy legfeljebb k? — k darabot szineztiink pirosra, és minden két szomszédos kék oldallal rendelkezs véges
tartomanynak van piros oldala.

Kezddlépés: egy egyenest ki lehet igy szinezni, hiszen ekkor 0 egyenest kell pirosra szinezniink, mivel nyilvanvaléan
nincs olyan véges tartomény, amelynek két szomszédos kék oldala lenne.

Indukcios lépés: ha k — 1 egyenest mar sikeriilt igy kékre szinezni, akkor kiszinezhetiink a feketék koziil egy tet-
sz6legesen valasztott k-adikat is kékre és néhany alkalmasan valasztottat pirosra ugy, hogy a szinezés megfeleljen
az indukcios feltételnek. A pirosakat ugyanis elég dgy megvalasztani, hogy az jonnan keletkezett szomszédos kék ol-
dalpara véges tartoméanyoknak legyen ilyen oldala (a tobbire mar biztositva van), vagyis azoknak, amelyeknek az egyik
oldala a szomszédos kékek koziil az 1) kék egyenes. Vegyiik fel az 1j kék egyenesnek a korabbi k& — 1 kék egyenessel vett
metszéspontjaihoz egyik, illetve mésik irdnyban legkdzelebb levs egyenes metszéspontjait, és amennyiben ezekben nem
kék egyenes metszi az Gj kék egyenest, szinezziik ezeket az egyeneseket pirosra (vagy hagyjuk meg annak) (1. dbra).
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Ezzel legfeljebb 2 - (k — 1) = 2k — 2 egyenest szineztiink pirosra, és ,szerencsés” esetben biztositottuk a feltétel
teljesiilését az Osszes olyan véges tartomdanyra, amelynek a két szomszédos kék oldalegyenese kozott szerepel az 1j
egyenes. Eléfordulhat azonban, hogy a legszélss, kék egyenessel vett metszéspont a legszélsé metszéspont is egyben,
ekkor nincs mit kiszinezni azon az oldalon, de nem is kell, hiszen az ezen az oldalon lev6 tartomanyok nyilvanvaléan
végtelenek. Az is el6fordulhat, hogy két pirosra szinezendd egyenes egybeesik (ha csak egy metszéspont van két kék
egyenessel vett metszéspont kozott), de ezzel is csak megsporolunk egy pirosra szinezést (2. dbra).

el6tte

2. dbra

Ugyanakkor ha két kék egyenessel vett metszéspont szomszédos, akkor nem tudunk koztiik semmit sem pirosra

szinezni, de igy megspoéroltunk két egyenesszinezést, amit a feltétel teljesitése érdekében még felhasznalhatunk. Ennyi
elég is, ugyanis ha a szomszédos kék egyenesek kozott levs, az Gj kék egyenessel mint oldallal rendelkezd tartoméanyok
koziil valamelyik véges, annak biztosan van piros vagy fekete oldala, hiszen ha csak kék lenne, lett volna eddig is két
szomszédos kék oldala, igy az indukcids feltétel szerint legalabb egy piros is, ami ellentmondés. Ezt az oldalt tehat

pirosra lehet szinezni (vagy meghagyni annak) (3. dbra). (Az abrakon a vastag vonal kék egyenest jelol, a vékony vonal
feketét, a szaggatott pedig pirosat.)

el6tte

paN
/o

uténa
3. dbra

Tehat legfeljebb két egyenesszinezéssel ekkor is biztositani lehet a két sokszogre a feltételt, vagyis Osszességében
nem nétt a pirosra szinezett egyenesek szima, azaz tovabbra is legfeljebb 2k — 2 0j piros egyenes keletkezett. Igy
mivel eddig legfeljebb (k —1)> — (k — 1) = k> =2k + 1 — k + 1 = k? — 3k + 2 egyenes volt piros, ezutan legfeljebb
k? — 3k 4+ 2+ 2k — 2 = k? — k egyenes piros, és az indukcios feltételnek eleget tettiink.

Tehét amig k nem haladja meg v/n-et, tudunk olyan szinezést, amely sszesen legfeljebb k? egyenest szinez ki kékre
vagy pirosra, és minden olyan véges tartomany, amelynek van két szomszédos kék oldala, rendelkezik piros oldallal is.
Tehat ha kiszineztiink [\/ﬁ] egyenest kékre igy, és [\/ﬁ} # \/n, akkor még van fekete egyenes, amelyet igy nyugodtan
kékre szinezhetiink, hiszen a két szomszédos kék oldallal rendelkezs véges tartomanyokbol mar nem csindlhat teljesen

kék keriileti véges tartomanyt, és nyilvanvaloéan a tobbibsl sem. Igy viszont kiszineztiink legalabb v/n egyenest kékre
(ha [v/n] = v/n, akkor is), és nincs csupa kék véges tartomany, vagyis az allitést beldttuk minden n-re.



