A grafok sok hétkoéznapi probléma szemléltetésére és vizsgalatara alkalmasak. Ezekben a feladatokban a grafok
csucsai példaul egy elemet, helyet, allapotot jelolnek, mig a graf élei az egyes elemek kozotti kapcsolatot, az allapotok
kozotti atmenetet mutatjak. Abrazolhatjuk példaul graffal egy teriilet Gthalozatat, ahol a csiicsok a varosoknak és
a kozlekedési csomopontoknak felelnek meg, mig az utak az éleknek. Alkalmazhatjuk a grafokat a sakkjaték menetének
leirdsara is: a kezdGallasbol elérhetG Osszes allasnak megfeleltetiink egy-egy cstcsot, mig a szabalyos 1épéseknek a
cstcsok kozotti irdnyitott éleket.

A KoMalL idei informatika pontversenyében kittizott I/S. 1. feladat is megoldhato egy gratban utvonal keresésével.
A feladatban az a kérdés, hogy egy fémlap A és B csatlakozési pontja kozott vezeté marad-e azok utan, hogy bel6le
korlap alaku teriileteket eltavolitottunk. A megoldashoz készitsiink egy grafot, amelynek csiicsai a korok kdzéppontjai,
valamint a lemezen kiviil a csatlakozasi pontokat nem tartalmazé oldalak mellett egy-egy pont. A grafban legyen él
azon csucsok kozott, amelyek korei érintik vagy metszik egymast, illetve a korok és a lemezen kiviili pontok kozott, ha
a kor érinti vagy metszi a fémlemez megfelels oldalat. Ha van Gtvonal a grafban a felsg és als6 fémlapon kiviili csticsok
kozott, akkor nem lehet Gsszekottetés a fémlap A és B oldala kozott — és megforditva.

A kérdés eldontése tehat azt igényli, hogy keressiink utat a graf két lemezen kiviili csicsa kozott. Ha kézzel,
ceruzéaval kellene megoldani a feladatot egy papirra rajzolt grafnal, akkor feltehet6leg megoldanank a problémaét;
egy kisebb grafon ranézésre, egy nagyobb grafon némi ligyességgel. Ha az utkeresést egy szamitogép végzi (mert pl.
rendkiviil nagy és bonyolult a graf), akkor egy olyan mitveletsorozatot kell megadnunk a szaméra, amely tetsz6leges
grafon elvezet a kiindulé csicstoél a célba, vagy megadja, hogy a cél nem elérhets. Ez utobbi valaszt persze csak akkor
adhatja, ha a kiindul6 csicsbol elérhetd Gsszes csicsot mar megvizsgalta, és azok kozott nem volt a cél.

Altalanossagban egy tetszoleges grafban az ttkeress algoritmus valamilyen sorrendben bejarja a start csicsbol
elérhet6 teljes részét a grafnak. Példaul a kovetkezs egyszerid eljardssal: ha a start cstiics egyben nem a cél, akkor
megnézi, hogy a start csicsbol kozvetleniil elérhets csucsok (szomszédok) kozott van-e a cél. Ha itt sem talalja, akkor
a szomszédok szomszédjait nézi meg, és igy tovabb. Ha eljutottunk kozben a célig, akkor van at; ha pedig mér nincs
olyan él, amelyen 0j, még nem érintett csticshoz érhetiink, akkor a keresés szintén véget ér, mert nincs at. A grafok
ilyen modszeres atvizsgalasat leird algoritmusokat a graf bejardsanak nevezziik.

Vizsgéljuk meg, hogy milyen tudéssal rendelkeziink mi a graf bejarasakor, és készitsiink ennek megfelelGen al-
goritmust. Eszrevehetjiik, hogy a mar egyszer megvizsgalt csticsokat tgy keriilhetjiik el, ha valahogyan megjeldljiik
Gket, pl. atszinezziik. Ezt a program is meg tudja tenni, pl. jelzi minden csicsnél, hogy jartunk-e mér ott. Kezdetben
csak a start cstucs kap ilyen jelzést, a tobbi nem. Ezenkiviil tudnunk kell, hogy egy csiics szomszédjainak vizsgélata
utan melyik csticson folytassuk a keresést. Az eddig megvizsgalt részgrafot és a még nem érintett csiicsokat Osszekdtsd
éleken kell tovabbhaladnunk. Az igy elérhet6 csicsok egy-egy kordbban elért csics szomszédjai. Tegyiik azt, hogy
minden Gj csics elérésekor foljegyezziik a még meg nem latogatott szomszédokat. Kezdetben csak a start csics legyen
a jegyzetben. A szamitogép haladjon végig a foljegyzett csiucsokon, vizsgalja meg, hogy elértiik-e a célt, illetve bovitse
a jegyzetet, amikor 0j szomszédokat talal.

Legyen egy grafban két csics tavolsaga az egyiktdl a masikig vezets utvonalak kozil a legkevesebb élen athalado
at éleinek szama; illetve végtelen, ha nincs kozottiik at. Ha a jegyzetiinknek mindig a végére irunk, és az elejérél
vessziik a kovetkezs vizsgalando cstcsot, akkor elGszor a start csucsot érintjiik (0 tavolsag), aztan az § szomszédjait (a
start cstucstol 1 tavolsag), majd ezek szomszédjait (2 tavolsag), és igy tovabb. A graf cstcsait igy a start cstacstol vald
tavolsaguk monoton novekvs sorrendjében érjiik el. Ez azt jelenti, hogy a d tavolsagban lévd cstiicsok vizsgélata utan
kezdjiik vizsgalni a d + 1 tavolsagra lévs cstcsokat, tehat ez az algoritmus egyben a legrévidebb utat fogja megtalalni
a start és a cél kozott (ha van 1t).

Az algoritmus miikodése kozben megjeloli a mar meglatogatott csticsokat. Kereséskor azok a csticsok, amelyekben
mar jartunk, de még vannak nem érintett szomszédjai, egyfajta ,hatarvonalat” alkotnak a bejart és nem bejart csicsok
kozott. Ez a hatar fokozatosan béviil, amikor a feljegyzéshdl egy tjabb cstcsot megvizsgalunk. A keresés folyamatosan
noveli a hatar tavolsagat a kiindul6 csicstél, ugyanakkor a hatarvonal egyre hosszabb, mivel egyre tobb csics tartozik
hozza. Ezen tulajdonsagok miatt a fent leirt itkeress algoritmust szélességi keresésnek nevezték el.

Szélességi keresés (graf, start, cél)
jartunk(csicsok start kivételével) := nem



jartunk(start) := igen

f6ljegyzés := iires
f6ljegyzéshez fiiz := start
megvan_a_cél := hamis
Ciklus amig van f6ljegyzés és nincs meg a cél
cstcs := vegyiik a kdvetkezd csicsot a foljegyzésbdl
Ha csiics a cél akkor megvan_a_cél := igaz
kiilénben
szomszéd := cslUcs elsd szomszédja

Ciklus amig van szomszéd
Ha nem jartunk(szomszéd) akkor
f6ljegyzéshez := szomszéd
jartunk(szomszéd) := igaz
Elagazas vége
szomszéd := csics kovetkezd szomszédja
Ciklus vége
Elagazas vége
Ciklus vége
Szélességi keresés vége

Az algoritmus befejez&désekor a megvan_a_cél nevi logikai valtozobol tudhatjuk meg, hogy sikertilt-e utat talélni.
Ezzel gyakorlatilag megoldottuk a fémlap vezetésével kapcsolatos feladatot. Természetesen fol kell el6tte épiteniink
a grafot, azaz tudnunk kell, hogy mely csticsok kozott van él. Mivel a feladatban legfcljebb 100 korrél van szo (és kell
még két csics a korokon kiviil), ezért megtehetjiik, hogy folvesziink egy 102 x 102-es tablazatot, amelynél az 5. sor
16. oszlopaban 1évé érték jelzi, hogy az 5. és 16. grafcstcs kozott van-e él. Mivel a kapcsolat itt szimmetrikus, azaz a graf
nem irdnyitott, igy nyilvan ugyanez az érték szerepel a 16. sor 5. oszlopaban. Legyen példaul 0, ha nincs él és 1, ha van él.
A feladatban logikai értékek is allhatnanak a tablazatban, de a késébbiek miatt maradjunk mégis a szamoknal. Az igy
létrejove tablazatot a graf szomszédsagi matrixdnak hivjuk. A matrix kitoltése geometriai szamitasokkal torténhet
a korok sugarai és koordinatai, valamint a fémlap méretei alapjan.

Ha egy masik feladatban az utrél tobbet is szeretnénk megtudni, példaul hogy milyen hosszd, illetve hogy mely
csticsokon halad keresztiil, akkor béviteniink kell az algoritmust. Keresés kézben még nem tudhatjuk, hogy azok koziil
az élek koziil, amelyeken athaladunk, melyek lesznek benne az utban, tehat nem tudjuk megadni az utat. De barmely
csucs elérésekor tudjuk, hogy honnan értiink az adott cstcsba, ezért ha ezt az informacidt megérizziik, akkor a cél
cstesbol visszafelé kiolvashato a start csicsig az at. Ehhez vegyiink f6l minden csicshoz egy értéket, amely megadja,
hogy melyik csticsbol érkeztiink ide. Ha egy cstcsot nem értiink el, vagy az a start csics (ahova nem érkeziink sehonnan),
akkor az érték jelentse azt, hogy nincs a keresés sordn megeléz6 csics. Ha a csicsokat pl. 1-t6l sorszamozzuk, akkor
legyen ez az érték —1.

Nézziik meg a szélességi keresés algoritmusanak megval6sitasat abban az esetben, ha szeretnénk megkapni a keresés
altal talalt utat. Legyenek a graf cstucsai 1-t6l N-ig sorszamozottak, és legyen adott egy N x N-es szomszédsagi matrix.
Sziikségiink van még két N méretd tombre, melyek keresés kozben megmutatjik, hogy mely cstcsokban jartunk
és hogy az adott cstcsot melyik szomszédjabol értiik el, illetve egy olyan jegyzetfiizetre, amely segitségével sorra
vehetjiik a csticsokat. Ez utébbihoz egy sor elnevezési adatszerkezet a leghasznosabb, amelynek a végére tudunk irni
és az elejérsl tudjuk kiolvasni az elemeket. Konnyen megvalédsithaté egy tomb és néhany egész valtozo segitségével.
Legyen egy eleje, vége, fhely és darab viltozd, amely megadja, hogy hol van a témbben a sor els6 és utolso eleme,
mennyi a féréhely és most hany elem van a sorban. A sor szokasos miiveletei: a végére fiizés és az elejérsl valo olvasas
(ami most egyben az elem eltavolitasa is a sor elejérdl), valamint annak vizsgalata, hogy a sor iires-e. A kezdetben iires
sorndl legyen a darab és vége értéke nulla, az eleje pedig egy. A sorba torténd beftizés algoritmusa ekkor a kovetkezg:

Sorba(elem)
Ha darab<fhely akkor
vége := vége + 1
Ha vége = fhely akkor vége := 1
s[véege] := elem
kiilénben

Hiba: nincs to6bb hely a sorban
Elagazas vége
Sorba vége
A sor elejének olvasasa és az iiresség vizsgélatat végz6 algoritmusok sem bonyolultabbak. Ha mindezekkel készen
vagyunk, akkor a szélességi keresés — kiegészitve az dtvonal megjegyzésével — a kovetkezoképp néz ki (N a graf
csucsainak szama és m a graf szomszédsagi matrixa):
Szélességi keresés atvonallal(graf, start, cél)
Ciklus i := 1-t&l N-ig
jartunk[i] := hamis



honnan[i] := -1
Ciklus vége
Sor_legyen_iires

Sorba(start)
jartunk[start] := igaz
megvan_a_cél := hamis

Ciklus amig nem iires a sor és nem igaz megvan_a_cél
Sorbdl(csics)
Ha cstcs = cél akkor megvan_a_cél := igaz
kiilénben
Ciklus szomszéd := 1-t6l N-ig
Ha m[csics] [szomszéd] = 1 és nem jartunk[szomszéd] akkor

Sorba(szomszéd)
jartunk[szomszéd] := igaz
honnan[szomszéd] := csucs

Elagazas vége
Ciklus vége
Elagazas vége
Ciklus vége
Szélességi keresés utvonallal vége

A példaként mellékelt grafban utat keresiink a 3-as szamu csucstol a 12-es szamu csucsig. A grafon jeloltiik a csucsok
folott a csucs start csicstol vett tavolsagat is. A sor elemeit térold tomb éllapota keresés kozben egy adott pillanatban
a kovetkezs:

index |12 (3|4|5[6|7|8[9]10 |11 12
elem [3|1(2|6|8|4|5|7(9]11

A témbben az aktuélis sorelemeket jelzd eleje mutato értéke 7, a vége értéke 10.

Amennyiben a szélességi keresés algoritmusébol kihagyjuk a cél cstcs vizsgélatat, akkor egy olyan algoritmust
kapunk, amely bejarja a start csticsbol elérhetd részét a grafnak. Ha az (irdnyitatlan) graf Osszefiiggs, akkor a teljes
grafot. A cél vizsgalata nélkiili szélességi keresés valaszt ad arra a kérdésre, hogy egy (iranyitatlan) graf osszefiiggs-e:
ha minden cstcsban jartunk, akkor az.

Az ut megkeresésére a most valasztott modszertsl lényegesen eltéré modszerek is vannak. Probaljunk meg példaul
kijutni egy labirintusbol! Ez a probléma is visszavezethet grafban ut keresésére. Legyen a labirintus jaratainak végein
és a jaratok keresztezGdésében egy-egy cstcs a labirintusnak megfeleltethets grafban, a jaratok pedig természetesen
legyenek az élek. Induljunk el a labirintus egy pontjarol. A szélességi keresés megtaldlja ugyan a kijarathoz vezets
legrovidebb utat, de a sorbél kivett csicsok sokszor egészen téavol vannak egymastol, ezért a valosdgban til sok f6losleges
mozgast jelentenek. Sokkal természetesebb megoldés, hogy elindulunk sorrendben az elsé bal kézre esd jaraton, és ha
kiértiink, minden rendben, ha zsdkutcaba jutottunk, akkor visszamegytiink, és ha keresztez6déshez jutottunk, akkor ott
is elindulunk a balra es6 els6 jaraton, és igy tovabb. Ha egy sikertelen keresés utan visszaériink egy keresztez&déshez,
akkor ott a kovetkezd jaraton elindulva végezziik az el6bbi 1épéseket. Ez az algoritmus is megtalal egy cél cstcsot a start
csticsbol indulva, de egészen mas csiicsokat és éleket érint. Mivel a graf bejarasanak ez a modja olyan, hogy hosszan
eléremegy a bal elsG éleken, vagyis elég hamar a start csticstol tavolra jut, ezért mélységi keresésnek nevezték el.
Az algoritmus részleteivel a cikk folytatasaban foglalkozunk.



Keérdések és feladatok:

1. Mit jelentenek a sakkot leir6é grafban a kimeng él nélkiili csicsok? Van-e a grafban kor?

2. Hogyan moédositsuk a szélességi keresést ugy, hogy ne a start csicstél vezets legrévidebb utakat, hanem csak
azok hosszat adja meg minden elérhets csiicsra?

3. Legalabb mekkora méretd sorra van sziikség egy N csicsbol allo grafban a szélességi keresés kozben? Adjunk
meg egy grafot, start és cél csicsot, amelynél tényleg kell ekkora méretd sor!

4. Tekintsiik egy graf azon részét, amelyet a szélességi keresés érint egy adott csticsbol, vagyis az érintett csticsokat
és a hozzajuk vezets éleket. Lehet-e ebben a grafban kor?

5. Szeretnénk egy graf cstcsait kiszinezni két szinnel gy, hogy minden csicsot kiszineziink, és a szomszédos
csticsokat mindig kiilonb6z6 szindre festjiikk. Ez nyilvin nem lehetséges barmely grafban. Modositsuk tgy a szélességi
bejarast, hogy elvégezze a szinezést, ha az lehetséges!



