I. rész

1. Egy kézvélemény-kutatds kérdéseire az elsd honapban 700 ember vdlaszolt, mindenki pontosan egyet vdlasztott
a felkindglt hdarom lehetdségbdl. A feleletek ardnya 4 : 7 : 14 wvolt. Ezutdn még néhdny ember részt vett a kozvélemény-
kutatdsban, igy a feleletek ardanya 6 : 9 : 16 lett. Legkevesebb hdny ember vdlaszolt utdlag a kérdésekre? Ebben az esetben
végil melyik lehetdséget hdnyan vdlasztottdk? (11 pont)

Megoldas. A 700 ember valaszat aranyosan elosztva a lehetGségeket elGszor 112, 196, 392 ember valasztotta.
A maésodik esetben az aranyszamok Osszege 31, igy gondolhatnank, hogy a 700-at kovets 31-el oszthat6 szam megfeleld
lesz. Ez a 713. Ezt ardnyosan elosztva 138, 207, 368 jon ki a lehet&ségeket valasztok szamara. Ez azonban nem lehetséges,
mert a harmadik lehet&séget valasztok szama csokkenne ez el6z6 esethez képest. Tehat keressiik a legkisebb, 392-nél
nagyobb 16-al oszthat6 szamot. Ez a 400 = 25 - 16. Igy a végs6 szavazok szama legkevesebb 25 - 31 = 775. Tehat
legkevesebb 75 ember valaszolt utolag és ekkor az adott lehetGségeket 150, 225 és 400 ember valasztotta.

2. A mosogatégépiinkon hdromféle program van. Eqy mosogatdshoz az A program 30%-kal tébb elektromos energidt,
viszont 20%-kal kevesebb vizet haszndl, mint a B program. A B program 15%-kal kevesebb elektromos energidt és
25%-kal tobb vizet haszndl egy mosogatdshoz, mint a C program. Mindhdrom program futtatdsakor 50 Ft-ba keril
az alkalmazott mosogatészer. Egy mosogatds az A programmal 165 Ft-ba, a B programmal 150 Ft-ba keril. Mennyibe
keril a C' programmal egy mosogatds? (12 pont)

Megoldas. A B program x Ft értéki elektromos energiat és y Ft értékd vizet hasznal egy mosogatas alkalmaval:
x4y + 50 = 150. Az A program 1,3z Ft értékid elektromos energiat, és 0,8y Ft értéki vizet hasznal egy mosogatas
alkalméval. A koltségre vonatkozo egyenlet: 1,3z + 0,8y + 50 = 165.

A kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk z-re és y-ra:

x +y = 100,
1,3z 4+ 0,8y = 115.

Az egyenletrendszer megoldasa: z = 70, y = 30.
A feltételek alapjan a C' program futtatasa soran az elektromos energia ara: /0,85 ~ 82 Ft, a viz ara: y/1,25 =
24 Ft. A mosogatoszer arat is figyelembe véve a C' programmal egy mosogatéis 82 + 24 + 50 = 156 Ft-ba keriil.

3. Hanyféleképpen hizhatunk ki a 32 lapos magyar kdrtydbdl 6 lapot ugy, hogy legyen kéztik pontosan két piros, két
z0ld és két dsz? (14 pont)

Megoldas. 1. eset: A két sz éppen a piros és a z0ld asz. Ekkor még egy piros lapot kell valasztanunk a maradék
7 piros koziil, egy zoldet a maradék 7 zold koziil és 2 lapot a nem piros, nem zold és nem asz 14 lap koziil. Az esetek

szama: 7 7 14 14-13
5o (1) () (5) = 200

2. eset: Az egyik asz a piros asz, a mésik nem a zold asz. Ekkor kell egy aszt valasztanunk a maésik két asz koziil,
majd egy piros lapot a maradék 7 piros koziil, két zold lapot a nem asz 7 z0ld koziil és még egy lapot a nem piros,
nem zold és nem asz 14 lap koziil. Az esetek szama:

7 7 14 7-6
woen () () () 2r T

3. eset: Az egyik asz a zold asz, a masik nem a piros asz. N3 = Ny = 4116.
4. eset: A makk és a tok aszt valasztjuk. Ekkor kell még 2 piros lapot valasztanunk a nem asz 7 piros koziil, 2 zold
lapot pedig a nem asz 7 zold koziil. Az esetek szama:

N, = 7 . 7 :E.E:Ml_
2 2 2 2

Az Osszes esetek szama: N = Ny + No + N3 + Ny = 4459+ 2 - 4116 + 441 = 13132.

4. Egy kecske eqy keritéssel védett 10 x 3 m-es virdgdagy korili, elegendden nagy réten legel. A kecskét 16 m hosszi
katéllel a kerités 10 méteres oldalanak felezdpontjandl levert colophiz kétdtték. Mekkora terileten legelheti le a fiivet
a kecske? Hanyadrészére csokken ez a teriilet, ha a kotél hosszat 10 méterre csokkentik? (14 pont)

Megoldas. A 16 méteres kotél esetén a lelegelhetd teriilet egy 16 m sugara félkdrbdl és két-két 11 és 8 m sugara
negyed korbdl all. A virdgagyas mogott a 8 m sugara negyed korok atfedik egymast (1. dbra). Ezt a teriiletet duplan
szamoljuk a fél és negyed korok teriiletének Osszegzésekor, tehat egyszer le kell vonni. A keletkezd JK L idomot egy
egyenes szakasz és két koriv hatarolja. Allitsunk merdlegest az L pontbol a JK szakaszra. A merdleges szakasz M
talppontja a JK szakasz és az AD szakasz felezépontja lesz. Igy két egybevago fél korszelet jott létre. A fél korszelethez
tartozo kozépponti szogre a DM L derékszogt haromszogben: cosa = 5/8, amibdl o & 51,32°. A keét fél korszeletbdl
egy egész korszeletet Osszeallitva a 8 cm sugara korben, a hozza tartozé kércikk kdzépponti szoge: 2a ~ 102, 64°.



rz =11lm

oD

A korszelet teriilete, amit majd le kell vonnunk:

82 82 sin(102,64°
Tupetet = Toir — T = 36(7;0 102,640 S $in(102,64°) — )~ 5732 - 31.22 = 261 m?,
162 + 112 +8?) -
Tig = ( )T Toperer ~ 692,72 — 26,1 — 666,62 m?.

2

A megroviditett, 10 m hossza kotél esetén (2.dbra):

(102 +5%+22) -

2
TlO N 202,6 In2
Tie 666,62 m2

Ty = = 64,57 ~ 202,6 m?,

~ 0,304.

71 =10m

Sr2=5m

2. dbra

A lelegelhets teriilet kozel 30%-ara csokken a kotél lerdviditésével.

II. rész

5. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet:

log, (4sin®2z) = 2 — log,(—2tg z). (16 pont)

Megoldas. sin 2z = 2sinz cosx # 0 és tgx < 0 esetén atalakitva az egyenlet bal, majd jobb oldalét:

. 2 . 2
log, (4 sin2 235) _ log, g;lgsui 2;10) _ log, (4;1n 2;5) ;
2

2 —logy(—2tgx) = logy 4 — log,(—2tgz) = log, ter

Ezutan az egyenlet:
log, (4 sin? 2x)
2

= 10g2 —9 tng



amibdl

5 \2
log, (4sin®2z) =1 .
0g, (4sin” 2z) = log, <—tg;v)

Mivel a log, x fiiggvény szigorian monoton névekvd, igy

2 2
4sin22:1:—< ) ,
—tgx

: 4cos? x
4-4sin® xcos’ z = ——
sin” x

amibdl

ésigy 4 sin® z cos? x = cos? x.

V2

1
Mivel cosx # 0, ezért 4sin z = 1, vagyis sin® z = 3 amibdl sinx = :l:7.
Mivel tgz < 0, ezért a megoldas = = —g + km, ahol k € Z.

6. Mennyi annak a valdszindsége, hogy a hatoslotté hizdson a 45 szdambdl (visszatevés nélkil) 6-ot kihizva, a hat

lottdszamot novekvd sorrendbe rakva egy szdmtani sorozat eqymdst kévetd tagjait kapjuk? (16 pont)
45
Megoldas. Az Gsszes lehetséges eset szama Cgs = 6 )= 8145 060.

Kedvez6 eset az, ahol a kihtzott szdmokat névekvs sorrendbe rendezve azok a kovetkezs alakuak: a, a + 7, a + 2r,
a+3r,a+4r, a+5r, ahol a,r € NT, a < 40, r < 8.

Az a lehetséges értékei r = 1 esetén 1,2,...,40; r =2 esetén 1,2,...,35; r =3 esetén 1,2,...,30;...; r = 8 esetén
1,2,3,4,5.

N 40+5
Osszesitve a kedvezd eseteket: 40 +35+30+ ...+ 5 = +

-8 = 180 eset. Tehat a valosziniség:

180

= ~2210-107°.
8145060 0-10

p

7. Milyen gorbét ir le azy = x* — 2(m — 3)x +m — 8 parabola csicsa, ha az m paraméter értéke végigfut a valds
szamok halmazdn? Az m paraméter mely értékénél lesz a cstcs ordindtdaja mazimdlis? Adjuk meg ebben az esetben

a parabola P(0; —5) ponton dtmend érintdinek egyenletét. (16 pont)
Megoldas.
y=a>-2m—-3)xz+m—8= (w—(m—3))2—(m—3)2+m—8.
A parabola csticsa 2 = m — 3-nal van, ordinatija ekkor y = —(m — 3)> +m —8 = —(m — 3)* + (m — 3) — 5, vagyis
a csics az y = —2° + & — 5 egyenletd parabolan fog mozogni. Az
1\* 3
2
- - —p5=—(z—Z=) —42
Y r°+x (3: 2) 1
L . L -y 3 . . 1 )
fliggvény maximuma x = —-nél van, értéke y = —41. Tehat a parabola csicsa z = m — 3 = 3 azaz m = 3,5 esetén

lesz a legmagasabban.




Az érint6 egyenlete y = kx — 5 alaki. A parabola egyenlete y = 2* — x — 4,5. Keressiik a k paraméter értékeit, ha

az egyenes a parabola érintGje. Ez akkor lesz, ha az egyenesnek és a parabolanak egy kozos pontja van.
kr —5=a%—x—45, vagyils 2% — (1+k)z+0,5=0.

A masodfoki egyenlet diszkriminansa: D = (1 + k) —2 = 0, amibél (1 + k)* = 2, vagyis 1+k = £v/2. Igy ky = V2 — 1
és ko = —V/2 — 1 a két lehetséges érték. Tehat az érint6k egyenlete:

y=(WV2-1)a2-5 é y=(-vV2-1)z-5 (3. dbra).

8. Az azonos tengerszint feletti magassigban fekvd Hencida és Boncida kézott a tdvolsdg 5 km. Henciddbdl egy
kozeli hegy csicsa 30°-0s, Bonciddbdl pedig 11°-o0s szog alatt ldtszik. Henciddbol a hegy csicsdt és Bonciddt osszekitd
szakasz ldtdszoge 120°-0s.

a) Milyen magas a hegy?

b) A két vdrost dsszekitd szakasz felénél elinditanak egy tdvirdnyitdisos repildgép modellt, ami végig a szakaszfelezd
merdleges sikjiban mozog. Mennyire kizelitheti meg repiilés kizben a hegy csiucsdt? (16 pont)

Megoldas. a) A 4. dbra jeloléseit hasznaljuk. Legyen = a hegy magassaga. A CTH és CT B derékszogl harom-
szogekben sin 30° = E, illetve sin11° = E, ebb6l a = 2x és b= .Loz5,24;v.

a sin

A CH B héaromszogben felirhatjuk a koszinusztételt a b oldalra, majd behelyettesitjiik az el6bb kapott Gsszefiiggeé-
seket: b> = a? +5%2—2-a-5 - cos120°.

(5,242)* = (22)* +25—2-22-5- (—0,5), ebbdl
27.45762% = 422 + 25+ 10z, bal oldalra rendezve
23,45762% — 10z — 25 = 0.

Az egyenletet megoldva és a magassagra kapott negativ megoldast elvetve: x = 1,2673. Tehat a hegy magassaga (ahhoz
a tengerszint feletti magassaghoz képest, ahol Hencida és Boncida is fekszik) kb. 1267 m.

4. dbra

b) Az 5. dbra jeloléseit hasznaljuk. A legkisebb tavolsig esetén a repiil6gép (R) rajta van a HB szakasz S felezs
merdleges sikjan, a hegy csticsanak magassagaban. A keresett tdvolsag C R. Ennek a vizszintes szakasznak a vizszintes
sikra es¢ mersleges vetiilete TN, amely a TN F H derékszogi trapéz hosszabbik alapja lesz. A 4. dbra szerint

~2195 és TB= —— ~6,520.

- X
~ tg30° tg11°

Jelolje a TN szakaszon P azt a pontot, amelyre PHB< = 90°, és legyen @« = THP<. A THB haromszogben
a koszinusz tétel alapjan
6,520% = 2,195% 4+ 5% —2-5-2,195 - cos(a + 90°),

amibdl cos(a + 90°)~ — 0,5782, azaz o + 90° &~ 125,32°, vagyis « =~ 35,32°. A TPH derékszogii haromszogben:

TP =TH -sina ~ 2,195 - 0,5777 ~ 1,268,
RC =TN =TP+ PN = 1,268 + 2,5 = 3,768.

Tehat a repiil6gép a hegycstcsot kb. 3768 méterre kozelitheti meg.




9. Jdnos eqy vizzel teli hordd aljara 4 mm atmérdjid lyukat firt és a kifolyo viz sebességét vizsgdlta. A Bernoulli-
egyenletbdl levezette, hogy v = /2gx , ahol x a vizszint pillanatnyi magassiga. Megmeérte, hogy a teli hordobdl az elsd
mdasodpercben 62,8 cm® viz folyt ki. (A sebességet itt dllandonak vehetjik, a rovid mérési idé miatt.) Ezutdn megdlla-
pitotta, hogy 5 perc alatt pontosan 10 cm-rel csékkent a vizszint. Feltételezziik, hogy a vizszint exponencidlisan csokken
azx = h-27YT fiigguény szerint, ahol h a kezdeti vizszint magassdga, T pedig a horddban lévd viz ,felezési ideje”.
A horddt iresnek tekinthetjik, ha mdr csak 1 cm magas a vizszint benne. A teli dllapotbol mennyi idé alatt Gril ki
a horddé? (16 pont)

Megoldas. A lyuk atmérdje d = 4 mm, sugara r = 2 mm = 0,2 cm. Keresztmetszete A = r’7r = 0,2%71 ~
0,1257 cm?. A t = 1 sec alatt kifoly6 vizmennyiség V = Avt, amibdl a sebesség

\%4 62,8 cm? cm m
= — = : ~ 4996 — ~5 —.
At 0,1257 cm? - 1 sec ™ sec s
A v = /2gz képletbdl kiszamithatjuk a hordoban 1évs viz kezdeti magassagat:
2 52
2g 2-10

= 1,25 m = 125 cm.

A vizszint 5 perc alatt 10 cm-rel csokken, igy ¢ = 300 sec esetén x = 115 cm. Ezeket behelyettesitve a képletbe a felezési
id6 meghatérozhato: 115 = 125 - 27309/ amibsl

—300-1g2
T = 17115 = 2494 sec ~ 41,6 perc.

125

T ismeretében kiszamithatd az ¢ = 1 cm vizmagassaghoz tartozé id6, ami a hordé kiiiriilését jelenti: 1 cm = 125 cm -
2_t/2494, amibdl
—2494 - 1g 3=
=1 ~ 17373 sec = 4 6ra 49 perc 33 sec
g

alatt irul ki a hordé.



