JOTANACS: Ha egy feladat egy kér és eqy egyenes, vagy két kor egy bizonyos metszéspontjat kéri, akkor rajzoljuk
meg a bizonyitandd dllitast a mdsik metszésponttal is, és vizsgdljuk o kétféle esetet egyszerre, ugyanazon az dbran.

Két példat szeretnék mutatni arra, hogy ez az elv hogyan hasznalhato versenyfeladatok megoldasdban. Mindkét
példa a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian szerepelt. Az els6t, amit a nemzetkozi zstiri kdzepes nehézségi fel-
adatnak szant, a kozel szaz orszagbol valogatott 548 versenyz6 koziil csak 86 tudta megoldani — ennyien kaptadk meg
a maximaélis 7 pontot —, és tovabbi 7 kapott 6-ot vagy 5-6t. (A magyar csapat Osszesen 1+ 1 pontot szerzett.) A méasik
példa az idei 3. feladat, ezt az 577 versenyd koziil 30 oldotta meg kifogéstalanul, és még egyvalaki kapott 6 pontot.
(A magyarok koziil négyen kaptak egy-egy pontot.)

Gondoljuk meg, hogy mi is van a Jotandcs mogott. Képzeljiik el, hogy egy feladatot, ahol valamilyen geometriai
egybeesést (pl. harom egyenes egy ponton megy at) kell bizonyitani, koordinatakkal oldunk meg. ElGszor kiilonb6z6
bettket valasztunk a szabadon megvalaszthaté paraméterek, példaul a kiilonb6z6 pontok koordinatainak jelclésére,
utana pedig ezekkel a betiikkel kifejezziik a korabbiaktél fiiggé pontok koordindit és a kiilonboz6 gorbeék, egyenesek
egyenleteiben szerepld egyiitthatékat. Ha pontosan szamolunk, a végén a bizonyitando allitas egy algebrai azonosséag
kell, hogy legyen.

Kor és egyenes, illetve két kdr metszéspontjanak kiszamitasdhoz masodfoki egyenletet kell megoldanunk. Az ered-
mény egy gyokos kifejezés lesz: a metszéspont koordinataiban megjelenik egy kellemetlen négyzetgyok (a mésodfoku
egyenlet két gyokének kiilonbsége), amit azutan magunkkal kell cipelniink. A megoldés végén egy négyzetgyokos azo-
nossagot kell ellendrizniink. Itt jon a lényeg. Tapasztalhattuk, hogy a négyzetgyokds azonossagok tobbnyire akkor is
igazak maradnak, ha a pozitiv négyzetgyok helyett a negativat vessziik; ezért a legtobb esetben a bizonyitando dllitds
a mdsik metszésponttal is igaz. Az is el6fordul, hogy egy feladaton beliil t6bb ilyen metszéspontpar is szerepel; ilyenkor
a bizonyitand6 allitisnak még tobb példanyat fedezhetjiik fel az abraban.

A Viete-formuldk egyszerii Osszefliggéseket biztositanak egy mésodfoku egyenlet gyokei kozott; a geometriai db-
rankban ezeknek a metszéspontpéarok kozotti geometriai kapcesolatok felelnek meg. Ugy is mondhatjuk, hogy a feladat
altal leirt alakzat csupan része egy nagyobb abranak, és a nagyobb abrarél, ahol a masik metszéspontot is felvessziik,
tobb geometriai Gsszefiiggést olvashatunk le. Természetesen a nagyobb abra még nem jelenti azt, hogy a megoldas
innen kezdve automatikus, de tobb esélylink van meglatni a megoldast, mintha az abranak csak egy kicsi részletében
keresgélnénk.

1. feladat (IMO 2012/5).

Legyen az ABC' hdromszéghen BCA< = 90°, és legyen D a C-bél indulé magassigvonal talppontja. Legyen X
a CD szakasz belsd pontja. Legyen K az AX szakasznak az a pontja, amire BK = BC. Hasonldan, legyen L a BX
szakasznak az a pontja, amire AL = AC. Legyen M az AL és BK egyenesek metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy
MK = ML.

Mit is jelent az a mondat, hogy ,,Legyen K az AX szakasznak az a pontja, amire BK = BC”? Hogy szerkesztenénk
meg a K pontot? Egyszert: az AX szakaszt elmetssziik a B kézépponti, C-n dtmend kp korrel. Hasonldan, az L pont
a BX szakasz és az A kozéppponta, C-n atmend k4 kor metszéspontja.
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Most keressiik el§ a tarisznyankbol az otthonrol hozott hamuban siilt Jotandcsot, és alkalmazzuk. Az AX egyenes
két pontban metszi a kg kort, az egyik a mar ismert K pont; a masikat jeloljiik K’-vel. Hasonléan, a BX egyenes
kétszer metszi a k4 kort; az egyik metszéspont az L; a masikat jelolje L'. Végiil, a ka és a kg kor is kétszer metszi
egymast; az egyik metszéspont C; a mésik a C tiikorképe az AB egyenesre; legyen ez C'.

Az X pontnak a kp és a ka korre vonatkozo hatvanya

XK -XK'=XC-XC'=XL-XL,

ebbdl pedig lathatjuk, hogy a K, K’', L, L’ pontok egy kordn vannak; jeldljiik ezt a kort kc-vel.



A megoldas kulcsa az az észrevétel, hogy az AL és BK szakasz érinti a k¢ kort. Az A pont a kp és ko korok
hatvanyvonalan, az K K’ egyenesen van, tehat az A pontnak a kp és ko korre vonatkozé hatvanya ugyakkora; az A
pontbdl ugyanolyan hosszi érint6ket hizhatunk a két korhoz. Az egyik ilyen érinté az AC' szakasz, amely meréleges
a kp kor BC' sugarara. Ezért az Osszesen négy érintési pontot a k4 kor metszi ki a kp és kg korokbdl; ez a négy pont
a kp koron C és C', a ke koron pedig L és L'. Az AL és AL’ szakaszok tehat érintik ko-t. Hasonléan lathatjuk, hogy
a BK és a BK' szakasz is érinti kco-t.

Végiil, az M K és M L szakaszok éppen az M pontbdl a k¢ korhoz huzott érinté szakaszok, tehat egyforma hosszaak.

Ha maradéktalanul végre akarjuk hajtani a Jotanacsot, akkor megrajzoljuk az AL’ és BK' egyenesek tovabbi
metszéspontjait is; az dbran ezeket jeloli My, My és Ms. A bizonyitando allitasnak Gsszesen négy példanyéat talalhatjuk
meg az dbraban:

MK =ML, MK =ML, MK =ML ¢é MK = ML .

2. feladat (IMO 2015/3) [

Legyen ABC' egy hegyesszdgi hdromszdg, amiben AB > AC'. Legyen I" ezen hdromszdg kirilirt kére, H a magassdg-
pontja és F' az A-bol kiinduld magassag talppontja. Legyen M a BC' szakasz felezdpontja. Legyen Q T'-nak az a pontja,
amire HQA<t = 90°, és K T'-nak az a pontja, amire HKQ< = 90°. Feltessziik, hogy az A, B, C, K, Q pontok mind
kilonbozdek, és ilyen sorrendben kévetik eqymdst a T korén.

Bizonyitsuk be, hogy a KQH és FKM hdaromszigek korilirt korei érintik egymdst.

A megoldas els6 1épése egy egyszertd észrevétel: a @ pont az M H félegyenesen van. Jol ismert, hogy egy haromszog
magassagpontjanak az oldalegyenesekre, illetve az oldalak felez6pontjaira vonatkozé tiikorképei a koriilirt koron van-
nak, utébbiak a koriilirt koron a cstcsokkal atellenes pontok. Legyen H tiikorképe a BC egyenesre K', az M pontra
Q'. (Hogy miért ilyen furcsén jeldljiik ezt a két pontot, révidesen kideriil.) Ekkor tehdt AQ’ a kdrnek dtmérdje. Mivel
AQH< derékszog, a Thalész-tétel megforditasa miatt a QH egyenes atmegy a kor A-val atellenes pontjan, Q'-n. Tehat
a H(Q egyenes tartalmazza a H(Q' szakaszt és annak felez6pontjat, M-et. Ebbél lathatjuk, hogy a Q, H, M, Q' pontok,
ebben a sorrendben, egy egyenesen vannak.
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Innentdl kezdve mar nem lesz sziikségiink az A pontra.

! Az idei olimpiai feladatok megoldasat a 386-395. oldalakon kézoljiik.



Most alkalmazzuk a Jotanacsot. A @ pont a koriilirt kor és az M H egyenes egyik metszéspontja; a masik metszés-
pont Q’. Mi tdrténne, ha a Q pont helyett a Q" ponttal kellene megoldanunk a feladatot? Elészor is észrevehetjiik, hogy
a K pont helyett a K’ pontot kell hasznalnunk: ez az a pont a korén, amire Q' K’'H< = 90°. Mivel Q'K'H< = 90°,
a K'Q'H kor kdzéppontja az M pont; az MK’ szakasz ennek a kornek egy sugara. Hasonléan, mivel K'FM< = 90°,
az FK'M kérnek K'M egy atméréje. Igy a K'Q'H és az FK'M kor kbzéppontja is az MK’ egyenesre esik, a két kor
a K’ pontban érinti egymast. Ha tehat a feladatban a @Q pontot kicseréljiik a Q' pontra, egy konnyen ellenérizhets
allitast kapunk.

Tekintsiik most a haromszog koriilirt korét, a HQK kort és HQ' K’ kort, valamint ezek paronként vett hatvany-
vonalait. A HQK kérben HQ, a HQ'K' korben HQ' atmérs és Q, H, Q' egy egyenesen vannak. Ezért a HQK és
a HQ'K' korok érintik egymast. Tehat a harom kor paronként vett hatvanyvonalai a metszéspontokat 6sszekots QK
illetve a Q"K' egyenesek, valamint a HQK és HQ'K' korok belss kozos érintéje, az M H egyenesre H-ban allitott
merdleges. Ezek egy ponton, a harom kor hatvanypontjan mennek &t; jeldljiik ezt T-vel. A K-nal és K'-nél levs de-
rékszogek miatt HK'TK hurnégyszog, a koré irt korben HT atmérs. Legyen most S a HK'TK kor kdzéppontja,
ami nem mas, mint a HT szakasz felez6pontja; ekkor tehat SH = SK = SK’' = ST. A HK' hur felez6 merélegese,
a BMFC egyenes is atmegy S-en, a kor kézéppontjan.

Az SH szakasz érinti a HKQ és a HK'Q' kort is. Mivel pedig SH = SK = SK', az SK szakasz a K pontban érinti
a HKQ kort, az SK' szakasz pedig K'-ben érinti a HK'Q’ kort. Az S pontnak a HMF kérre vonatkozo hatvinya
SM - SF = SH? = SK?; ebbél kovetkezik, hogy az FKM kor a K pontban érinti az SK szakaszt. Az SK szakaszt
tehat az FKM kor és a HK (@ kor is érinti a K pontban; a két kor tehat egymast is érinti.



