A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

1. A sik pontjainak egy véges S halmazdt kiegyensilyozottnak nevezzik, ha S bdrmely két kilonbézd A, B pontjihoz
van S-nek olyan C pontja, amire AC = BC. S-et centrum-nélkiilinek nevezziik, ha S bdarmely hdrom pdronként
kilonbozo A, B, C pontjdra teljesil az, hogy nincs S-nek olyan P pontja, amire PA = PB = PC.

(a) Mutassuk meg, hogy birmely n > 3 egész szdmhoz létezik n elemd kiegyensilyozott halmaz.

(b) Hatdrozzuk meg azokat az n > 3 egészeket, amelyekre létezik n elemd kiegyensulyozott, centrum-nélkili halmaz.

Di Giovanni Mark megoldasa. a) Ha n pératlan, akkor tekintsiink egy szabélyos n-szoget és lassuk be, hogy ez
egy kiegyenstulyozott halmaz. Ehhez tekintsiink két tetszéleges, kiillonbozs A és B pontot és a tavolsdgukat ivhosszban
mérve (a sokszog koriilirt kore mentén). Ekkor a két tavolsag (a hosszabb és rovidebb iv mentén) Gsszege n, azaz
paratlan, ezért az egyik tavolsig paratlan a masik pedig paros. Ha viszont az egyik iv hossza paros, akkor S tartalmazza
az ivfelezGpontot, ami ugyanakkora tavolsagra van A-t6l és B-tdl.

Ha n péaros, akkor tekintsiink egy kort és S legyen a kovetkezd pontok halmaza: a kor O kdzéppontja és a kor
keriiletének néhany pontja az dbra szerint: A, B, C 1ugy, hogy ABCO rombusz legyen, tovabba tetszoleges k& darab
pont (Py, Pa,..., Py), illetve ezen pontok O koriili 60°-os pozitiv irdnybeli elforgatottja (Q1,Q2, . .., Q).

Nyilvan megvalaszthatjuk a P;-pontokat gy, hogy az 6sszes altalunk kivalasztott pont kiilonboz6 legyen. Ekkor
S-nek pontosan 2k + 4 darab eleme van (ahol k tetsz6leges nemnegativ egész). Tekintslink most két kiilonb6zs S-
beli pontot. Ha mindketts a kor keriiletén van, akkor a kor kézéppontja egyenls tavol van t6liik. Ha az egyik a kor
kozéppontja, akkor mivel A B-nek, B C-nek, illetve (); P;-nek a 60°-os elforgatottja, ezért a szabalyos haromszogek
miatt azonnal taldlunk olyan pontot, ami a két kivalasztott ponttol egyenls tavolsagra van. Ezzel belattuk, hogy S
kiegyensulyozott. Tovabba 2k + 4 felveszi az Gsszes 3-nal nagyobb paros szamot.

Tehat minden n > 3 egészre létezik n elemd kiegyensilyozott halmaz.

b) Azt allitjuk, hogy pontosan a paratlan n-ekre létezik n elemi kiegyensulyozott, centrum-nélkiili halmaz.

Ha n paratlan, akkor a szabélyos n-szog kiegyensulyozott halmaz (ezt mér kordbban belattuk), tovabba barmely
harom pontjat is valasztjuk ki, az a pont, amely mindharmuktdl egyenld tavolsagra van, éppen a koriilirt koriik
kozéppontja, ami nyilvin megegyezik a szabalyos n-szog koriilirt korének kozéppontjaval. Ez a pont viszont nem
S-beli, tehat S centrum-nélkiili.

Lassuk most be, hogy paros n-re nem létezik ilyen S halmaz. Legyen n = 2k és tegyiik fel indirekt, hogy taladltunk
ilyen S-et. Ekkor egy tetsz6leges A csicshoz legfeljebb & — 1 darab S-beli pontpar taldlhato ugy, hogy A rajta legyen
a felezdmerdlegesiikon, mert ha létezne k ilyen par, akkor a 2k — 1 cstcs koziil lenne olyan B pont, amihez tartozé
két felez6merGlegesen is rajta lenne az A pont. Tekintsiik ezen felez6merélegeseket meghatarozo szakaszokat: BC-t és
BD-t. Ekkor AB = AC és AB = AD-b6l AB = AC = AD Xkovetkezik, tehat S-nek van centruma, ami ellentmond
eredeti feltevésiinknek. Tehat S-nek minden cstcsa legfeljebb £—1 darab kiilonb6z6 S-beli pontpar altal meghatarozott

2k
felez6merdlegesen lehet rajta. Viszont Gsszesen ( 9 ) = k(2k — 1) darab pontpéar van, amelyek mindegyikéhez tartozik

egy felez6merdleges, tovabba minden pontpar altal meghatarozott felez6merélegesen van legalabb egy darab S-beli
pont.

Tehat k(2k—1) < 2k(k—1), azaz k > 2k, ami nyilvanvalan ellentmondés. Igy paros n-re nincsen kiegyensilyozott,
centrum-nélkiili halmaz.

Osszefoglalva: pontosan a paratlan n-ekre létezik kiegyensilyozott, centrum-nélkiili .S halmaz.



2. Hatdrozzuk meg azokat a pozitiv egész szamokbdl d@ll (a,b, c) szdmhdrmasokat, amelyekre az
ab—c, bc—a, ca-—>b

szamok mindegyike 2-hatvdny.
(2-hatvany egy 2" alaku egész szam, ahol n egy nemnegativ egész szam.)

Szabé Barnabas megoldasa. A szokdsos modon ve(x) jeloli egy x pozitiv egész primfelbontasaban a 2 hatvany-
kitevGjét. A tovabbiakban hivatkozas nélkiil fel fogjuk hasznélni azt az ismert allitast, mely szerint ve(z) > va(y)
esetén vo(x £ y) = v2(y), és va(x) = va(y) =t esetén va(x £y) > t+ 1. Ha a = 1, akkor ab — ¢ és ac — b kozill az egyik
nem pozitiv, igy nem lehet 2-hatvany. Tehéat a # 1, hasonloéan b, ¢ # 1.

1. eset: minden valtozo6 paros. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy va(a) > v2(b) > va(c) > 1. Ekkor v (ab—c¢) =
va(c), de ab— ¢ 2-hatvany, igy ab— ¢ < ¢, azaz ab < 2¢. A va(ac—b) = v2(b) egyenlSséghdl kapjuk, hogy ac < 2b. A két
egyenlGtlenséget Gsszeszorozva nyerjiik, hogy a < 2, de a # 1, igy a = 2. Ezt visszahelyettesitve kapjuk, hogy 2b < 2¢
és 2c < 2b, azaz b = ¢, viszont ekkor v (bc — a) = vo(b* — 2) = 1, tehat b* — 2 = 2" lesz, ahonnan b = ¢ = 2. Az els§
eset tehat az (a, b, ¢) = (2,2,2) szamharmast adja, ami valéban megfelels.

2. eset: egyik valtoz6 paratlan. Feltehets, hogy c¢ lesz paratlan. Tegyiik fel, hogy va(a) # v2(b), mondjuk va(a) >
va(b). Ekkor a paros, tehat ab — ¢ paratlan, azaz ab — ¢ = 1. Masrészt, va(be — a) = va(b), igy be —a = 292() oszt6ja

bnek, be — a < b. Bkkor ab—1 = ¢ < 21°

va(a) > vo(b)-nek.
Tehat t = va(a) = v2(b). Elészor tegyiik fel, hogy t > 1. Ekkor 2|ab, igy ab— ¢ = 1. A c-t behelyettesitve

< 1+ a, ahonnan a(b—1) < 2, igy a = 2 és b = 2, ami ellentmond

be —a = ab® — (a+b) = 27,
ca—b=a*b— (a+b)=2Y,

ahol feltehets, hogy = < y. A kett6t kivonva, 27(2Y™" — 1) = ab(a — b) adodik. Hogyha x = y, akkor a = b lesz, és
a® —2a = a(a® —2) = 2°. Mivel a paros, v2(a® — 2) = 1, igy a* — 2 = 2, a = 2 adédik. Ebbésl kapjuk a (3,2,2)
szdmharmast.

Ha z < y, akkor 27(2Y™" — 1) = ab(a — b) miatt ve (ab(a — b)) = x, de va(a —b) > ¢t + 1, igy = > 3¢t + 1. Ebbdl
vy (ab® — (a+b)) = & > 3t + 1, de vo (ab®) = 3t miatt va(a + b) = 3t. Mésrészt 3t > t + 1 miatt va(a — b) =
va (2a — (a+b)) =t + 1, azaz & = vy (ab(a — b)) = 3t + 1. Legyen ab® = 23'd és a + b = 2%%e, ekkor az egyenletbe

3 3 3 3
helyettesitve és 2%'-vel osztva d — e = 2, tehat — < 3, ezért ab® < 3(a + b). Ebb6l b > 2 miatt a < b—2a + 7 <-a+ =

e 4 2’
ahonnan a < 6. Ha a = 2, akkor 2b®> < 6 + 3b, innen b = 2 (hiszen vo(b) = 1), innen ismét kapjuk a (3,2,2)
szamharmast. Hasonlo vizsgalattal adodik, hogy a = 4 esetén nincs megoldas, mig a = 6 esetén kapjuk a (2,6,11)
harmast.

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor ¢ = 0, azaz mindharom szam péaratlan. Legyen bc — a = 2%, ca — b = 2Y,
ab—c = 27. Feltehetd, hogy < y < z. Ekkor 2¢ | (ab—c)—(ac—b) = (b—c)(a+1) és 2Y | (ab—c)+(ac—b) = (b+c)(a—1).
Nyilvan va(b—¢) = 1 vagy v2(b+c¢) = 1, innen a > 2Y~' — 1. Viszont (a+b)(c—1) =27 +2¥ <2V dea+b>2v"1
tehat ¢ < 5. ¢ =5 esetén b = 1 lenne, ami ellentmondés. Tehat csak ¢ = 3 lehetséges. Mivel b > 1, igy a < 2Y — 1 tehat
a=2Y"141vagy a = 2Y"! — 1. Az el6bbi esetbdl egyszeri szamolas utan ellentmondasra jutunk, mig az utobbibol
a (3,5,7) megoldast kapjuk, ami valoban jo. A megoldéasok tehat: (2,2,2), (3,2,2), (2,6,11) és (3,5,7) és persze ezek
permutacioi.

3. Legyen ABC egy hegyesszogti hdaromszog, amiben AB > AC. Legyen U ezen hdromszdg korilirt kire, H a ma-
gassagpontja és F az A-bol kiindulé magassdg talppontja. Legyen M o BC' szakasz felezépontja. Legyen Q T'-nak
az a pontja, amire HQA< = 90°, és K T'-nak az a pontja, amire HKQ< = 90°. Feltessziik, hogy az A, B, C, K, Q
pontok mind kilonbozdek, és ilyen sorrendben kévetik egymdst a T kéron.

Bizonyitsuk be, hogy a KQH és FKM hdaromszogek korilirt korei érintik egymdst.

Janzer Barnabas megoldasa. Legyen a H pont tiikorképe a BC' egyenesre (vagyis az F pontra) Hy, az M pontra
Hs. Ismert, hogy Hy és Hs a ' kdron vannak, tovabba Hs az A-val atellenes pont. A Thalész-tétel megforditasabol
a QH egyenes I'-t az A-val atellenes pontban, vagyis He-ben metszi. Ezért HQ és HM is atmegy Ho-n, vagyis Ha, M,
H és (Q egy egyenesen vannak. Az A, H és H, pontok egy egyenesen vannak, ezért a Thalész-tételbsl Ho Hy H<t = 90°.
Az A, B, C pontokra a tovabbiakban nincs sziikségilink a megoldés soran.



Invertaljunk H kozépponttal. Ekkor M’, Hj, H, Q' ilyen sorrendben egy egyenesen vannak. H( Thalész-kore
(melyen K rajta van) egy M’'Q’-re meréleges egyenesbe megy at (hiszen kozéppontja rajta van a Ho M HQ egyenesen).
Hasonléan HM és H Hs Thalész-korének képe is egy M'Q’-re merdleges egyenes, el6bbi korén F', utobbin H; rajta van.
Tovabbéa Hj és Hj rendre a HM' és HF' szakasz felez6pontja. I egy kor, mely athalad a Q', H}, H;, K’ pontokon.

Q'HLH{K' négyszog derékszogl trapéz és hurnégyszog egyben, ezért téglalap. Messe K'H, egyenes M'F'-t a T
pontban. M’'F'H-ban H|T kidzépvonal, mivel H; felez6pont és H|T péarhuzamos HM'-vel. Ezért TH{K' egyenes
szakaszfelez6 merdlegese az M'F' szakasznak, igy a szimmetria miatt M'F'K' koriilirt kore érinti (az M'F’-vel par-
huzamos) Q' K’ egyenest. Igy 6sképeik is érintik egymast, ami pont a bizonyitandé allitas.

4. Az ABC hdromszog korilirt kére Q, a korilirt kor kézéppontja O. Egy A kozéppontu U kér a BC' szakaszt a D
és E pontokban metszi, ahol B, D, E, C pdronként kilénbézd pontok, amelyek a BC egyenesen ebben a sorrendben
fekszenek. Legyenek F és G a T’ és Q korék metszéspontjai, ahol A, F, B, C, G ebben a sorrendben kévetik eqymdst
az Q kéron. Legyen K a BDF hdromszdg kérilirt korének és az AB szakasznak a mdsik metszéspontja. Legyen L
a CGE haromszog korilirt korének és a CA szakasznak a mdsik metszéspontja.

Tegyiik fel, hogy az FK és GL egyenesek kilonbozdk és az X pontban metszik eqgymdst. Bizonyitsuk be, hogy az X
pont az AO egyenesen fekszik.

Baran Zsuzsanna megoldasa. El6szor belatom, hogy BGE< = DFC<.

BCF<(= DCF«) = BGF<«, mert 2 kornek azonos ivén nyugvo keriileti szogek.

Az FCD haromszogben DFC<+ DCF< + FDC< = 180°.

Mivel FDEG htrnégyszog, az is igaz, hogy FDE< + FGE< = FDE< + BGF <+ BGE< = 180°.
Ezek szerint DFC< = 180° — DCF< — FDC<« = 180° — BGF< — FDE< = BGE<.

A keriileti szogek tétele miatt az is igaz, hogy

DFK<=DBK< (BDK kér DK ivén nyugszanak) =
= CBA< = CFA< (2 AC ivén nyugszanak),
EGL< = ECL< (CEL kor EL ivén nyugszanak) =
= BCA< = BGA< (2 AB ivén nyugszanak).
AFK<g<=AFD«—-DFK<=AFD«—-CFA<«=DFC« =
= BGE< = AGE< — BGA< = AGE< - EGL1 = AGL<.



Ezek szerint AF X< = AFK< = AGL<1 = AGX<«.
Az AFG héaromszog egyenlGszara (AF és AG egyarant I' sugarai), ezért AFG< = AGF< és A illeszkedik az FG
szakasz felezGmerGlegesére.
OF = OG (9 sugarai), ezért O is illeszkedik az F'G szakasz felezomerdlegesére. Igy az AO egyenes az F.G szakasz
felez6merdlegese.
XFGa=|AFGq—- AFX<| = |AGF< - AGX<| = XGF<«.

Ezek szerint az X FG haromszog egyenlszard, igy az X pont illeszkedik az F'G szakasz felezGmerGlegesére, azaz
az AO egyenesre. Ezt akartuk belatni.

Mivel a feladatban megadtak, hogy a pontok milyen sorrendben helyezkednek el a BC' szakaszon, illetve az )
koron, diszkusszidra nincs sziikség.

5. Jeldlje R a valds szamok halmazat. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan f: R — R fiigguényt, amelyre teljesiil

1) flz+fl@+y)+ flay) =2+ fl@+y) +yf(o)
minden x, y valds szdmra.

Williams Kada megoldasa. Mindenekel6tt keressiik meg (1) linearis megoldésait, vagyis az f(z) = ax + b
alaktiakat! Beirva (1)-be, majd kibontva és atrendezve:

a(z+alz+y)+d)+btary+b=z+a(z+y)+b+ylax+D),
(%) (a> —1)z+ (a® —a—b)y+ (ab+b) = 0.

Meggondolhato, hogy ez éppen akkor allhat fenn minden z, y-ra, hogyha (*)-ban mindharom egyiitthato nulla, ami

csak akkor lehet igaz, ha (a,b) = (1,0) vagy (—1,2), azaz f(x) = x vagy f(z) = 2 — z. Ennek a meggondolasa nem

tartozik a megoldashoz, viszont ebbdl sejthets meg, hogy ez a ketts lesz (1)-nek az Osszes megoldésa. Jol lathato, hogy

ezeknél (x) egylitthatoi tényleg mind nulldk lesznek, vagyis hogy f(z) = = és f(x) = 2 — x valoban megoldasa (1)-nek.
Helyettesitsiink = = 0-t, majd pedig y = 1-et (1)-be, nyerjiik:

(2) f () + f(0) = fy) +yf(0),
(3) fla+flea+l)=z+ fz+1).

Kezdésképpen konnyi megtalalni f(0) lehetséges értékeit: irjunk (2)-be elébb y = 0-t: f (f(0)) = 0 adodik, amiért
(2)-be most y = f(0)-t helyettesitve

F(F(F(0) + f(0) = £ (£(0)) + f(0)*,

azaz 2f(0) = f(0)* adodik, ahonnan f(0) = 2 vagy f(0) = 0.

1. eset: f(0) =2, itt az f(x) = 2 — x megoldast varjuk.

Ez az eset egy triikkos észrevétellel elintézhets. Figyeljiik meg ugyanis, hogy (3) szerint 2 + f(z + 1) minden z-re
fixpontja f-nek. Ellenben a megcélzott x — 2 — x fliggvénynek csak az 1 a fixpontja. Ha belatnank, hogy f(0) = 2
esetén f-nek csak az 1 lehet fixpontja, abbol kovetkezne, hogy x + f(x + 1) fixpont lévén minden z-re, azonosan 1 kell
legyen, vagyis f(x + 1) =1 — 2 minden z-re, azaz f(t) = 2 — ¢t barmely t-re (¢t := z + 1).

Belatjuk tehat, hogy f(0) = 2-re f(a) = a-bdl a = 1 kovetkezik. Ehhez (2)-t vegyiik szemiigyre, y = a-t helyette-
sitve: f (f(a)) +2 = f(a) 4+ 2a, a =1 adodik. Ez igazolja, hogy f(0) = 2 esetén f(z) =2 — x.

2. eset: f(0) =0, itt az f(z) = = megoldast varjuk.

Ezuattal bonyolultabban jarunk el: azt vessziik észre, hogy ha (1)-be z, y helyett —z, —y-t helyettesitiink, azzal
f(zy) ugyantgy jelen marad, és ezért kiejthetjiik:

flay)=—fx+flz+y)+ @+ flz+y) +yf(z)
flxy) = —f (=2 + f(=z —y)) + (2 + f(—z —y)) —yf(—2).

Itt gyakran iiti fel fejét x + y és ellentettje, kényelmesebb az y := k — x jelolést hasznalni:
(4) —f @+ f(k) + (z+ f(k) + (k —2) f(z) =
=—f(—z+ f(=k) + (—z + f(=k)) = (k — =) f(—=).

A megoldashoz elGszor meghatarozunk néhany f(+k) értéket, majd pedig az adodo Osszefiiggéseket Gsszehasonlitjuk,
amikbdl méar némi munka aran kifejezhetjiik f(x)-et.
Mar tudjuk, hogy f(0) = 0, irjunk héat (4)-be k = 0-t, rogton baratsagosabb lesz:

—f@)+z—af(x) =—f(-2) —z+af(-z),
(5) 2= (z+1)f(x)+ (z — 1) f(—=x).



Ha (3)-ba © = —1-et irunk, akkor f(0) = 0 miatt f(—1) = —1 nyerheto illetve (5)-be x = 1-et irva, megkapjuk,
1-

hogy 2 = 2f(1), f(1) = 1. Vagyis (4)-be mar irhatunk k =
—fz+D)+@+)+1-a)f(x)=—f(—z—-1)—(z+1) — (1 —z)f(—=).

Itt viszont (5) szerint —(1 — x) f(—x) helyére 22 — (z + 1) f(z) irhato, vagyis

et i

—flz+D)+2x+ ) =(x—-1)f(z)— f(—z—1)+ 2z — (z+ 1) f(x),
242f(x)=f(z+1)— f(—x—1).

Ha ezt = helyett © — 1-re irjuk fel, akkor

(6) 2+42f(x—1) = f(z) — f(-2)
adodik.

Beszorozva (6)-ot (z — 1)-gyel, majd hozzéadva (5)-6t:

2@ - +2(z—1)f(x—1)+2x=(z - 1)f(x) + (x + 1) f(x),

(7) (x—-1)f(x—1)+ 2z —1) =af(x).
Ezutan (6)-ba x = —1-et irva, f(—2) = —2, majd pedig (6)-ba x = 2-t irva, f(2) = 2 nyerhetd.

A befejezéshez irjunk (4)-be k = 2-

—fle+2)+ (@ +2)+2-2)f(x) = —f(-z-2) + (-2 —2) = (2 —2)f(-2),
ahol f(x 4 2) — f(—z —2) =2+ 2f(x+ 1) érvényes (6) szerint, igy
2@ +2)+2—2)- (f(x)+ f(—x) =2+2f(z+1).
Beszorozva (x 4 1)-gyel, (7) miatt adodik:

2@ +2)(x+1) = (z =2)(x+1)- (f(x) + f(—x)) =2+ 1) + 2 (xf(x) + 22+ 1),
2% + 32 +2) =2+ 1) —2Q2x+ 1) = (2* —x —2) (f(z) + f(—x)) + 2z f(z),
207 = (22 + 2 - 2)f(2) + (2* — 2z — 2) f(—x).

Ezt pedig (x — 1)-gyel tovabb szorozva és (5)-6t hasznalva:

20%(x — 1) = (z = 1)(2* + 2 = 2)f(2) + (2* — 2 = 2) 2z — (z + 1) f(2)),
20°(x — 1) —2z(2> —2—2) = [(z = 1)(2® + 2 — 2) — (x+ 1)(2° — 2 — 2)] (=),
20 (2 —z— (2 —2—2)) =
=[z(@®+2-2)—(@*-2-2) - (@®+2-2)+ (" —2-2))] f(2),
to = [o- (22) — (207 — 1)) (),

amibdl mar vildgos, hogy f(z) = z, barmely x-re.
Tehat két megoldasunk van: f(z) = z és f(x) = 2 — x, és ezeket mar leellendriztiik.
6. Egész szamok eqy a1, a9, ... sorozata rendelkezik az alabbi két tulajdonsdggal:
(1) 1 < aj <2015 minden j > 1-re;
(1) k+ ar # £+ ar minden 1 < k < {-re.
Bizonyitsuk be, hogy van két olyan pozitiv egész: b és N, hogy

n

> (a; —b)| < 10072

j=m+1

teljestil minden olyan m és n egész szdmra, amire fenndll n > m > N.

Fehér Zsombor megoldasa. Legyen ¢; = a; + j. Ekkor az () feltétel azt mondja ki, hogy j+1 < ¢; < j + 2015,
a (1) feltétel pedig azt, hogy a ¢; szdmok mind kiilonbozsek.

Megmutatjuk, hogy a c1, ca, . .. sorozat véges sok kivétellel minden pozitiv egész szamot felvesz. Tegyiik fel ugyanis,
hogy legalabb 2016-ot nem vesz fel, és legyen t egy olyan pozitiv egész, ami nagyobb ennél a 2016 szamnal. Ekkor
az (i) feltétel alapjan a {c1,co,..., ¢} halmaz minden eleme az [1,¢ + 2015] intervallumba esik, és mivel (i7) szerint

t kiilonboz6 elemrol van szo, ezért ebbdl az intervallumbol {c1,co, ..., ¢} éppen 2015 pozitiv egész szamot nem vesz



fel. Azonban feltevésiink szerint az ennél bévebb {c1, co,. ..} halmaz legalabb 2016 darab t-nél kisebb pozitiv egész
szamot nem vesz fel, ami pedig ellentmondas.

A feladatnak megfelels b szamot vilasszuk meg annyinak, amennyi a ¢, co, . . . sorozat altal fel nem vett pozitiv egé-
szek szama, N pedig legyen egy olyan szam, ami nagyobb ennél a b darab kimaradé szamnal. A fenti gondolatmenetbgl
az is lathato, hogy b < 2015. Az m, n pozitiv egészekre a tovibbiakban feltessziik, hogy N < m < n.

A feladatunk lényegében az, hogy egy Z a; kifejezést megfeleld korlatok kozé szoritsunk, ami nyilvan ugyanaz, mint

Z c; megfelel6 korlatok kozé szoritasa. Tudjuk, hogy {¢m+1,...,cn} minden eleme az [m+ 2, n +2015] intervallumba
esik, és mivel ezen intervallum n — m + 2014 egész szamabol n — m van az el6z6 halmazban, ezért 2014 egész szam
marad ki. Vizsgaljuk meg kozelebbrol ezt a 2014 szamot: ki fog deriilni, hogy koziiliikk b — 1 darab az [m + 2,n + 2015]
intervallum ,elején”, 2015 — b pedig a ,végén” helyezkedik el.

Mivel a {¢1, ¢, ... } halmaz b darab egész szamot nem vesz fel az [1, o) intervallumbol, ezért a {¢pmi1, Cmt2,---}
halmaz b + m szamot nem vesz fel [1,00)-b6l. Ez ¢; > j alapjan azt jelenti, hogy a {cm+1,Cm+2, ...} halmaz b —1
szamot nem vesz fel [m + 2, 00)-b6l. Mivel azonban m + 2 > N, ezért ezen b — 1 szamot is felveszi valahol a ¢, ca, . ..
sorozat, csak meég ¢, 41 el6tt. Igy ez a b — 1 szam mindegyike olyan cy, melyre k < m, igy cx < k + 2015 < m + 2015
alapjan ezek a szamok mind az [m + 2, m + 2015] intervallumba esnek.

Tehat azon 2014 egész koziil, melyek az [m + 2,n + 2015] intervallumban benne vannak, de a {c¢pnt1,---,¢n}
halmazban nem, b—1 darab az {c;, . .., ¢;, } halmazban van, a maradék 2015—b darab pedig sziikségképpen a {cp 41, ... }
halmazban. Ezen 2015 — b szam mindegyike legalabb n + 2, igy ezek az [n + 2,n + 2015] intervallumba esnek.

Ezen a ponton alljunk meg egy pillanatra, és vegyiik észre, hogy a feladat megoldaséaval lényegében készen vagyunk.
Csak az alapjan, hogy a 2014 kimarad6 szam valahol az [m + 2,n + 2015] intervallumban van, még nem tudnéank
pontos becslést mondani, hiszen m,n-et kicsivel megvaltoztatva az egyik kimaradé szam szabadon ,atugorhatna”
az intervallum elejérsl a végére, ezzel nagy (n — m nagysagrendd) valtozast eredményezve. De azaltal, hogy a 2014
kimaradé szam koziil mindig b — 1 van az intervallum elején, és 2015 — b a végén (ahol a b egy univerzalis paramétere
a sorozatnak!), ilyen ugrasok nem torténhetnek meg, csak az intervallum szélein 1év6 rovid (2014 hosszi) intervallumok
belsejében mozoghatnak a kimarado6 szamok. Igy lehetséges az, hogy m, n-t6l fiiggetlen, 10072 nagysagrendi becslést
fogunk tudni mondani.

Nem maradt mas héatra, minthogy kiszamoljuk a 2014 kimaradé szam Gsszegének lehetséges legkisebb és legnagyobb
értékét, majd ezt visszavezessiik a feladatbeli Gsszegre. Tudjuk, hogy a 2014 szam felbonthatd valahogy egy b — 1 és
egy 2015 — b elemt csoportra, melyek elemei rendre az [m + 2, m + 2015], illetve az [n + 2,n + 2015] intervallumbol
valok. (Elsfordulhat, hogy ez a két intervallum atfedi egymast, de ez nem okoz gondot.) Mivel a szamok kiilénbozsek,
ezért a 2014 szam Osszege legalabb

(m+2)+(m+3)+--+(m+0b)+
+((n+2)+n+3)+-+(n+2016 -b)) =

(b-1D)@m+b+2)  (015-b)@2n+2018-b) _,
2 2 — IYmin,

legfeljebb pedig

(m+2017—=b)+---+ (m+2015))+ ((n+b+1)+---+ (n+2015)) =
(b—1)(2m 44032 —b) (2015 — b)(2n + 2016 + b)

= + = Nmax-

2 2

Ha H jeldli az elébbi 2014 kimarado szam Osszegét, akkor a feladatban szerepld sszeg igy irhato:

n n n+2015 n n

Yo laj=b)= > (—j=-b= D i-H- > j- > b=
j=m+1 j=m+1 i=m+2 j=m+l  j=matl
_ (n—|—2014—m)2(n—|—m—|—2017) g (n—m)(T;-Fm—Fl) ~b(n—m).

A hpin < H < hpax becslést alkalmazva, a kifejezések egyszertisitése utan végiil a kovetkezot kapjuk:

b —2016b+ 2015 < Y (a; —b) < —b” + 2016b — 2015.
j=m-+1

Igy tehat valoban,

> (a; = b)| < —b +2016b — 2015 = 1007* — (b — 1008)” < 1007°.
Jj=m+1



