1. feladat.
1.A. Ez a részfeladat megegyezik a jelen szamunkban kitdzott P. 4767. feladattal, emiatt a megoldéasat késGbb
kozoljik (— a szerk.).

1.B. Jeloljik a gazok kezdeti allapotjelz6it po-lal, Vj-lal és Tp-lal, molszamukat pedig n-nel (ezek a bal és a jobb
oldali rekeszre ugyanakkorak), egy kicsiny hé koézlése utan kialakuléd allapotot pedig jellemezziik az 1. dbrdn lathato
mennyiségekkel.
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—

p1,V1,Th p2, Vo, T
1. dbra
A dugattyu egyensulya miatt p; = po, az Ossztérfogat dllanddsdga miatt pedig
i=W+AV, Vo=Vy— AV
irhaté. A jobb oldali rekeszben 1év$ gaz nem vett fel hét, dllapotvaltozasa adiabatikus, igy fennall

K . 2 5
poVy' = p2(Vo — AV)", (héhumra K= f% = §> )

ebbdl (AV <« V) esetén)

1\ AV
1 = _ ~ 1 —
(1) P2 po( _%> po( +HVO>

kovetkezik. A bal oldali rekeszben 1évG gazra a hétan 1. f6tétele szerint
CnAT = gnRAT + po AV,

ahol C' a molhét jeloli. Az (1) dsszefiiggés felhasznaldsaval és a (AV)>-tel ardnyos (masodrendien kicsiny) tagokat
elhagyva

- f AV
(2) C_2R+p0’rLAT

adodik. Az idedlis gazok allapotegyenletébdl

nRAT = pgAV + Vo Ap,
ahonnan (1)-et felhasznalva

nRAT = (14 k)poAV,

tehat
AV R 1

nAT p_o 1+«
kovetkezik. Ezt (2)-be helyettesitve (tudvan, hogy héliumra f = 3) megkapjuk a keresett molhét:
f 1 _frtef 15

C=gR+ 11t 2(f+1)R:§R'

1.C. A cél a voltmérd altal jelzett U fesziiltség és a lemezbe vezetett I dramerGsség kozotti Osszefiiggés megalla-
pitasa. Ha ismernénk a kialakulo kétdimenzios arameloszlas (helyfiiggs) j(r) aramsirtségeét, akkor az E(r) = oj (r)

LA feladatok szdvegét mult havi szamunkban kozdltiik.



differencialis Ohm-t6rvénybdl meghatarozhatnank az elektromos térerésséget a lemez belsejében. A térerdsséghdl a C és
D pontok kozotti fesziiltséget integralassal mar ki tudnank szamitani. Ez matematikailag nehéz feladat, de szerencsére
van egy sokkal konnyebb ut.

A fémlemez éleinél a j (r) aramsiriség-vektor élre mergleges komponensének el kell ttinnie. Ez a szokatlan hatarfel-
tétel konnyen kezelhets, ha az elektrosztatikdban hasznalt tiikortoltés-modszerhez hasonlé gondolatmenetet kovetiink
(lasd a 2. d@brdt). Ehhez tiikrozziik az A és B pontokat a lemez BD és AC oldaléleire; az igy kapott pontokat jelolje
A’ és B'. A véges lemezbeli arameloszlas éppen olyan, amilyen egy végtelen kiterjedésii fémlemez egyik negyedében
alakulna ki, ha abba az A és A’ pontokban egyarant 21 erésségli aramot vezetnénk be, a B és B’ pontokbol pedig 21
aramot vezetnénk el.

Ha csak egyetlen elektrodan keresztiil vezetnénk 27 aramot a végtelen fémlemezbe, akkor az dramstriség nagysiga

. 21
ir) = 2nrd
lenne a bevezetési ponttol r tavolsdgra. A lemezbeli térerGsség ugyanitt
ol
E(r)=—
() o

értekd, a potencial pedig (egy Onkényesen valaszthato, ro tavolsagra 1évé ponthoz képest)

O(r) = —/E(T)d’f‘ = Q—glnr—o.

s T

A C pont potencialjat a valodi és a ,tiikorelektrodak” hatasainak szuperpozicidjaként szdmolhatjuk. Ha a potenciélt
a négyzet O cstcsaban valasztjuk nullanak (ez a pont valamennyi dram be- és kivezetési pontjatol ro = 2d tavol van),
a kérdéses potencial tehat

ol 2d 2d 2d 2d )
bc=—|In—4+h—-In——-In— |,
©T 76 ( d 3d V5d V5d
egyszertsitések utan:
ol . 5
b =—1In-.
T3

Hasonléan szamolhatjuk a D pont potencialjat is, és kénnyen latszik, hogy &p = —Po. A C és D pontok kozotti
fesziiltség tehat 2@, ennyit jelez tehat a véges kiterjedésid lemezre kapcsolt voltmérd is:

5
U=—In-.
70 n3

Ebbdl a lemez p fajlagos ellenallasa kifejezhetd:

70 g
0 T

~ 2In(5/3)

Erdekes, hogy az eredmény nem fiigg d-t6] (egészen addig, amig d sokkal kisebb a négyzetlap oldaléleinél, és sokkal
nagyobb J-nal.)



2. feladat. Furfangos szokgkuat

2.1. A | bemerild” rész térfogata:

20 max 1 R?L
V= (2—dR27r — 28inOmax R - cos Omax R - 5) L= 7(26‘,,1&X — 8in 260max)-
™

A keresett hanyados:

2 .
@ Qviz%(29max — s 29max)g . @ 1

— (20mmax — Sin 20,,,x) = 0,010.
mg oR?*mLg 0 271'( ax = 510 20max)

A felhajtéers tehat a granithengerre haté nehézségi erének minddssze csak 1%-a.

2.2. Tekintsiink harom, egymas feletti folyadékréteget (8. dbra). A kozépss, Az vastagsagu, ¢ szélességl és Az
hossziiségi réteg nem gyorsul, a ra hato ersk tehét egyenstlyban vannak: [o0(z) — o(z + Az)]Az ¢’ = [p(z) — p(z +
Az)| Az (', ebbél valoban

oz +A2) —oz) _platAn)-pl@) . Ag_Ap
Az N Az ’ &YS A7 T Ax
kovetkezik.
— o(z+ Az) Az
plz) —=|v(z)—= = plot Az)=
N ) =p(z)+ Ap
Az
3. dbra
2.3. Mivel s —K, igy o(z) = 0o — Kz. Mésrészt a nyirofesziiltség definicioja szerint
z
d K
o(z) = nd_Z’ ezért v(z) = %z - 2—1722 +C.

A folyadék sebessége a hatarokon (z = 0-nal és z = h-nal) zérus, tehat

Kh K, K
v(z)= —z2— —2°= —z(h—2).

Ezek szerint a kérdezett egyiitthatok:

K
Ko, Kh
2n 2n

2.4. A nyomaés 6 fiiggvényében a % = —K feltételbdl hatarozhatoé meg (4. dbra):
p(0) =pa — KR.
Mivel p(fmax) = po, 18y pa = po + KR Onax, vagyis
p(0) = po + K R(Omax — 0).
A hengerpalast egy kicsiny, A szoggel jellemezhets darabkijara haté nyomésbol szarmazo erd fiiggdleges komponense:
AFy = LRAG(p(0) — po) cosb,

hiszen a hengerre mindenhol haté py légnyomas jaruléka nyilvan kiesik.



4. dbra

Az eredd fliggbleges iranyu erd (a feladatok szévegének végén szereplé matematikai segitség felhasznélasaval)

emax
Fy =2R’KL / (0 — Omax) cos 0 dO = 2R?*K L(1 — cos Oax)-
0

Ennek az erének kell egyensilyt tartania a granithenger R?mwLog stlyaval:
2R?*K L(1 — cos Omax) = R*mLog,

ahonnan megkapjuk az eddig ismeretlen K allandoét:

Tog

K=——"— -
2(1 — cosOmax)’

valamint a bedramlési pontban a tilnyomaést:

TogROmax

Pa—Do= 2(1 — cosOmax)

Megjegyzés. A hengerre nemcsak a nyomdasboél, hanem az araml6 folyadékban ébredd nyirofesziiltségekbdl szarmazo erd is
hat. A v(z) sebességeloszlas ismeretében o(z) is konnyen kiszamithato. Belathato, hogy a nyiréerck jaruléka a fiiggsleges iranyd
er6hoz h/R-szer kisebb, mint a nyomasbol adodo jarulék, tehat az elébbi valoban elhanyagolhato.

2.5. A valyu aljan talalhato nyildson bedramlé viz hozamat” az aramlési sebességprofilbol tudjuk meghatarozni:

h

Qbe:2/ 2)Ldz =2

0

h
K KLh? rogLh?
— —z)Ldz = = .
2n 67 121(1 — cos Omax)
0

2.6. A v(0,w) = 0 és v(h,w) = Rw hatarfeltételekbdl kovetkezik, hogy D = Rw/h, vagyis az aramlési sebességprofil:

Kh K R
v(z,w)=—z— —=z 24
2n 2n h
2.7. Amig a henger nem forog, a jobb és a bal oldalhoz tartoz6 nyiréfesziiltségek forgatonyomatéka kiegyenliti

egymast. A forgaskor ez az egyensiily felborul. A sebességprofilnak csak az j, :I:Twz tagjabol szarmazé jarulékot kell

vizsgalnunk. A nyiréfesziiltségekben ennek megfelels jarulék:

/(2)71&27&
TE=ETE\ TR ) T

Ez a (helytol fiiggetlen, de a szogsebességgel aranyos) nyirofesziiltség mindkét oldalon fékezi a forgast, a forgatonyo-
matéka

20 LR301max
M=0"(2) LR 20 - R = %w
Az m = R?wLo tomegt, © = %mR2 tehetetlenségi nyomatéka henger forgasegyenlete:
M—6 dw

Ea



ami a fentebb kiszamitott mennyiségek behelyettesitése utan igy irhato:

dw(t) A0

dt ~ omhR

w(t) = —Aw(t).

Ez a (differencial)egyenlet a radioaktiv bomlasok egyenletével analdg, igy a megoldéasa a bomlastorvény ismert alakja:
_ 4nBmax
wt) =wpe M =wpe emhR g
3. feladat: Fehér torpék keletkezése

3.1. A csillag tomegsiiriisége
M

4m p3°
5 R

Q =
,Rakjuk 6ssze” (gondolatban) a csillagot vékony gémbhéjakbol (5. dbra)! Amikor a csillag éppen r sugart, a kovetkezs,
Ar vastagsagi gobmbhéj darabkainak a ,yvégtelenbdl” torténd ideszallitasakor

4rr® 3

AW:—’}/Q 3747“ - o4mr? Ar

munkat végziink. A teljes energia ezen munkak Gsszege:

R
16 72 3 M?
EgravZZAW=—7Q2T/T4(1T=—3-7?.
0

Ar

5. dbra

. 1 .
Megjegyzés. A gravitacio és az elektrosztatika egyenletei k6zotti hasonlosag felismerésével, majd az §EoE2 energiastrtiség
integralasaval ugyanerre az eredményre juthatunk.

3.2. Az elektron lehetséges hullamhosszaira (a kocka mindharom oldalélével parhuzamos iranyban) a kovetkezo
feltétel teljesiil (6. dbra):

A
ng = L (ahol n pozitiv egész).

<

L

6. dbra

A hullamhossz és az impulzus k6z6tti kapcsolatot a de Broglie-féle A = h/p Osszefiiggés adja meg. Az elektron
lehetséges impulzuskomponensei tehat

nzh nyh n.h
T —4_Y. L =+
oL PvTrop P 2L

px:i



ahol ng, ny és n, pozitiv egészek.

3.3. Az elektron energiija

E=\/p3+pj + 12,
Pmax = V 2meEmax

sugart gombon belil helyezkedik el a p vektor komponensei altal ,kifeszitett” un. impulzustérben (lasd a 7. dbrdt,
amelyen az attekinthetGség kedvéért csak két dimenzioban abrazoltuk az elektronéllapotokat). Egy-egy elektronallapot

igy alapallapotban az Gsszes elektron egy

h
(ﬁ)3 térfogatot foglal el az impulzustérben, igy az elektronallapotok szama (j6 kozelitéssel)

4 3
§7Tpmax

(#r)"

(A jobb oldalon a 2-es faktor a Pauli-elv miatt jelent meg.) Ebb6l ppax értéke

ho/3 \Y?
max — —N .
P AL <7r >

3.4. Az impulzustérben a p sugart, Ap vastagsidgi gémbhéjban 1évs elektronallapotok szama:

47p?

h\3
2L

AN =2

Ap.

(A 2-es faktor a jobb oldalon ismét a Pauli-elv miatt szerepel.) Ebben a héjban mindegyik elektron energiaja

(2me)’
ezért a héj Gsszes energidja
8mp? p? 32nL3
E = A . = A .
(%)3 i (2me) h3me par

A teljes elektronrendszer energidja tehat

ENn = dp = ——— . = Ns . L72.
N h3me p-ep h3me 5 5
0

Pmax
327 L3 o3l P 32m (3 \ oz
64

g
Leolvashatjuk, hogy a keresett dimenziétlan allandok:

327 ( 3\ 5

3.5. A csillag teljes energidja

3 M b, ,_ 3 (3\"°
Eteljes:Egrav+EN = _g’}/f + « EN R 5 ahol o = W E .



A csillag egyensulyi dllapotét az Exeljes (R) fliggvény minimuma adja meg. A szélsGértékhez tartozo Ry, csillagsugarat
derivalassal, vagy Eieljes(R) (ami az 1/ R valtozé masodfoku fliggvénye) teljes négyzetté alakitésaval lehet meghatérozni.
A fehér torpe egyensulyi sugarara igy az
R 10 h161; N5/30/

=3 yM?2m,

kifejezést kapjuk. Mivel a csillag 6ssztoltése 0, N nemcsak az elektronok, hanem a protonok szamaval is egyenld. A csil-
lag 6ssztomegét lényegében a benne 16v6 (egyenként m,, tomegt) protonok adjak, igy N ~ M /m,,. Ezt felhasznalva és
az ismert adatokat behelyettesitve végiil megkapjuk a Naphoz hasonlé témegi fehér torpe sugarat:

o 4/3 2
10 hi6l:a 1 ( 3 ) h ~ 22800 km.

Ry = ——""1— - __ | = S
£t 3 7M1/3mcmg/3 22/3 \ Ar 7M1/3mcm§/3



