Megoldasvazlatok a 2014 /2. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Péternek volt 84 000 Ft-ja, amit édesapja p%-kal megnivelt. Ezt kévetden Péter a pénzének (p — 5)%-dért
konyveket vdsdrolt. Ekkor annyi pénze maradt, mint amennyi eredetileg volt. Mennyibe keriltek a kényvek? (11 pont)

Megoldas. Ha p%-kal megnivekedett a pénze, akkor 84 000 (1+ %) forintja lett. Ezt kovetSen ennek az osszegnek

elkoltotte a (p — 5)%-4at. Ekkor
P pP—5
84000 (14 ——) (1 - ==
(1+ 155) ( 100 )

forintja maradt, ami a szdveg szerint pontosan 84 000 Ft. Ezt felirhatjuk egyenletként:

D p—5\
84 000 (1+m) <1_W> — 84000,

(1+%) <1—p1—505>_1

Végezziik el a beszorzast, majd rendezziik az egyenletet:

jy b P55 P05 _
100 100 10 000

100p — 100(p — 5) — p(p — 5) = 0,
p? — 5p — 500 = 0.

A megoldoképlet segitségével kapjuk a gyokoket:

5+ 25—4-(—500) 5+45
P12 = B) = 5

pP1 = 25, P2 = —20.

A feladat szovege szerint csak az elsé gyok johet szoba. Edesapja 25%-kal novelte a pénzét, azaz 21 000 Ft-tal. Ezt

koltotte el konyvekre.
Vagyis a konyvek 21 000 Ft-ba keriiltek.

2. Milyen hdromszog oldalaira teljesil az a* 4+ 2b%c? = b* + ¢* dsszefiiggés?

(12 pont)

Megoldas. Rendezziik az Osszefiiggést 0-ra:

a* — bt 42022 — ¢t =0,
at — (b* =20 + ) = 0.
A zardjelben 1évs haromtagu kifejezés teljes négyzet:
at — (b2 — 02)2 =0.
Ezt irhatjuk szorzatalakban is:
(a2 — b+ 62) (a2 +b? - 62) =0.
Ez a szorzat akkor és csak akkor 0, ha a® + ¢* = b? vagy a® + b = ¢*.

Vagyis a Pitagorasz-tétel megforditasa szerint a haromszog biztosan derékszogi. (Az is kideriilt, hogy vagy a b,
vagy a c oldallal szemben van a haromszog derékszoge.)

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert az egész szampdrok halmazdn:

14 15
3y —5 2 7
Ty 7 x—i_yg— (16 pont)

+ =4
z+3y x4y



Megoldas. Egyik nevezs sem lehet 0, ezért x +3y #5, v +y # -2, 2+ 3y # 0, x +y # 0.
Vezessiik be a kovetkezs 1j ismeretleneket: a = z + y, b = x + 3y. Ekkor a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

415

b—5 a+2
9

T2y

Az els6 egyenletet (a + 2)(b — 5)-tel, a masodikat ab-vel szorozzuk:
14(a+2) —15(b —5) =4(a + 2)(b - 5),
Ta + 9b = 4ab.

A miiveletek elvégzése és a rendezés utan a kovetkezdt kapjuk:

34a — 23b+ 143 — 4ab = 0,
Ta + 9b = 4ab.

Az els6 egyenletben a 4ab helyettesithets (7a + 9b)-vel:

3da — 23b + 143 — (Ta + 9b) = 0,

27a — 32b+ 143 = 0,

~ 320143
21
Ezt visszairhatjuk az egyenletrendszer mésodik egyenletének rendezett valtozataba:

32b — 143 32b — 143
T =4 T D,

amit 27-tel szorozhatunk, majd a miveletek elvégzése utan a kovetkezd masodfokid egyenletet kapjuk:
128b% — 1039 + 1001 = 0.
Alkalmazzuk a megoldoképletet:

1039 + 1/1039% — 4 - 128 - 1001 1039 £ 753
2.128 - 256

143
by =7, by=—.
1=7 b2 =359

A feladat feltételei alapjan b-nek is egésznek kell lenni, igy by nem johet szoba. Behelyettesitéssel kapjuk:
_32-b6p—143  32-7-143

b1;2 =

3.
“ 27 27
Meghataroztuk az 0j ismeretlenek értékét, ezért most mar felirhatjuk, hogy
z+y=3,
r+3y="1.

Ennek megoldésa: =1, y = 2.
Ez a szampar minden feltételnek eleget tesz, igy ez az eredeti egyenletrendszer megoldésa.

4. Egy kiado honlapjan az olvasdk szavazhattak arra, hogy szerintik mi volt 2013 legjellemzdbb szava. A jdatékosoknak
hdrom szot kellett ajanlani. Laszlo nagyon kordn bekapcsolodott a jdtékba, és ekkor mindhdrom szava felkerilt a tizes
listara. Az ekkori dlldst a kévetkezd tablazat mutatja:

A sz6 szavazatok szama,
Rezsicsokkentés 36
Okostelefon 25
Tablagép 24
Eletpalyamodell 21
Kedvesem 16
Nemzeti dohanybolt 15
Jobban teljesit 14
Devizahitel 11
Osszefogas 10
Remény 8




a) Mennyi a valdszindsége annak, hogy kitaldljuk az dltala ajanlott hdrom szdt, ha tudjuk, hogy ekkor pontosan egy
szava szerepelt a legjobb hdarom kézott?

b) Hanyféle olyan ajinlds képzelhetd el, amelynek mindhdrom szava szerepel a listdn?

c¢) Hanyféle olyan ajdinlds képzelhetd el, amelynek mindhdrom szava szerepel a listin, de nincsenek szomszédosak
kozottik? (14 pont)

Megoldas. a) Az egyik szava a szoveg feltételel szerint a rezsicsokkentés, az okostelefon vagy a tablagép volt. A
tovabbi hét sz6bol még valamelyik kettt ajanlotta Laszlo. Az ilyen szoparok széma:

7 7-6
=— =21.
2 1-2
Vagyis az Osszes esetek szama: 3 - 21 = 63.
Ebbdl csak egy a kedvezd, igy a valdészintiség mar meghatirozhato a kedvezd esetek és az Osszes esetek szdmanak
hanyadosaként.

1
A keresett valosziniiség: 63"

b) Az ajanlasban az ajanlott szavak sorrendje nem szamit. A tiz szobol barmelyik harom kivalasztésa megfelels
lesz. Vagyis a megfelel§ szoharmasok szama:
10 10-9-8
(3) =153 =120

¢) Szamoljuk Gssze azokat az eseteket, amikor van szomszédos az ajanlott harom szo kozott. A szavakat jeloljiik
roviden a 0, 1, 2, 3, ..., 9 szdmjegyekkel.

Lehet, hogy mindharom egymaés mellett van: 012, 123, ..., 789. Ez 8 eset.

Lehet, hogy pontosan kett6 van egymas mellett. Ekkor kdnnyen megszamolhatjuk, hogy hany kiilénb6z6 modon
tudjuk hozzajuk valasztani a harmadikat. A két szomszédoshoz képest a harmadik lehet, hogy a listan kisebb, lehet,
hogy nagyobb sorszadmmal szerepelt.

A 01 esetén 0+ 7,
az 12 esetén 0 + 6;
a 23 esetén 1+ 5;
a 34 esetén 2 + 4;
a 45 esetén 3 + 3;
az 56 esetén 4 + 2;
a 67 esetén 5+ 1;
a 78 esetén 6 + O;
a 89 esetén 7 + 0 lehetGség adodik.

Igy 56 esetet kaptunk.
Osszesen 8 + 56 = 64 olyan széhdrmas van, amelyek tartalmaznak szomszédos szavakat is. Mivel Gsszesen 120-
féleképpen lehet szoéhérmasokat kivalasztani a 10 szé6bdl, azért a feltételeknek 120 — 64 = 56 eset felel meg.

II. rész

5. Egy 120 cm-szer 120 cm-es ablakba beilleszthetd tivegtdbldt az abran ldthaté mddon szeretnénk megosztani.
(A négy itszdg egybevigo, az 6todik sikidom négyzet.)

a) Milyen hatdrok kozdtt mozog ennek az osztévonalnak a hossza?

b) Adjuk meg az osztévonal hosszdt centiméter pontossiggal, ha az ablak belsejében kialakuld minta ot egyenld
tertiletd részbél dll. (16 pont)




Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit.

a) Mivel v = z —x = 60 — z (hiszen z az ablak szélességének a fele), azért y = v/2(60 — x). Felhasznaltuk az egyenls
szara derékszogi haromszog befogdja és atfogdja kozotti kapcesolatot.

Az osztovonal hossza 4(x + y), ezt most mar kifejezhetjiik csak x fiiggvényeként:

f(x) = 4(z +V2(60 — z)) = 4(1 — V2)a + 240V/2.

f(z) szigortan monoton csokkend elséfoku fiiggvény, ahol x € |0; 60].

Mivel £(0) = 240v/2, és f(60) = 240, azért az osztovonal hossza 240 cm-nél nagyobb, és 240v/2 cm-nél kisebb lehet.

4 2
b) A nagy négyzet teriilete: T = 422, A bels6 kis négyzet teriilete a nagy négyzet todével egyenls: t = y* = %
2
Ebbél kapjuk: y = —=.
Mivel y az atfogdja a v befogdju egyenls szaru derékszogi haromszognek, azért:

2z

v U _V5_ 22 _ V10
V2 2 /10 5
Ezeket felhasznélva:

/10 5—+10
r=z—v=2z— = Z.

5 5
Vagyis az osztévonal hossza:

Az +y) =4(75 _S\/Ez—i— lz) A0 = V10 +2v5)

z.
NE 5
Tudjuk, hogy z = 60 cm. Ezt behelyettesitve kapjuk a vonal hosszat, amit centiméterre kell kerekiteniink a feladat
kérése szerint:

d(x+y) = 4(5—\/E+2\/5)

- +60 = 48(5 — V10 +2V/5) ~ 303 (cm).

6. Egy mértant sorozat elsd és harmadik elemének dsszege 50, a mdsodik és negyedik elemének dsszege pedig 350.
A sorozat minden eleme pozitiv egész szdm, tovdbbd az elsé n elem dGsszege oszthatd 5-tel.
a) Adjuk meg a sorozat elsd négy elemét.

b) Hatdrozzuk meg n értékét. (16 pont)
Megoldas. a) A mértani sorozat tagjai: a, aq, aq?, aq®. A feladat szovege szerint: a + aq® = 50 és aq + ag® = 350
Az egyenletek bal oldalan kiemeléssel szorzatokat alakitunk ki:

a(l+¢*) =50,
aq(1+ ¢*) = 350.

Az els6 egyenlet bal oldalat g-val, a jobb oldalat 7-tel szorozva a masodik egyenletet kapjuk, ezért ¢ =7, és ehhez a =1
adodik. (Igy valoban a sorozat minden tagja pozitiv egész lesz.)

Vagyis a sorozat els6 négy tagja: 1, 7, 49, 343.

b) Folytassuk a sorozat tagjainak felirasat: 1, 7, 49, 343, 2401, ... . A végz6dések periodikusan ismétldnek négye-
sével: 1, 7,9, 3,1, ....n tag esetén az Osszeg utolsé szamjegyei a kovetkezdk: 1,8, 7,0, 1, ... .
megfeleld lesz.

Mivel ezek is periodikusak, és minden negyedik végzédés 0, (5-0s végz6dés nincs), azért minden negyedik sorszam

Ez azt jelenti, hogy 4-gyel oszthatd n esetén lesz a kérdéses sorozat elsé n tagjanak Gsszege 5-tel oszthato.
7. Adott az ABC' egyenld szdri hdromszdg két szdaranak egyenlete:

a: Tx —4y = —24, b:x— 8y =4,
tovdbbd a harmadik oldaldra illeszkedé P(10;4) pont.

a) Adjuk meg a szdrak C metszéspontjdt.
b) {rjuk fel a C csicsra illeszkedd belsd szdgfelezd egyenletét.
¢) Irjuk fel a hdromszdg harmadik oldalegyenesének egyenletét.

(16 pont)
Megoldas. a) A C csucs koordinatait a két egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldasa adja:

Tx — 4y = —24,
x— 8y =4.



A miésodik egyenletbdl x = 8y + 4, ezt helyettesitsiik be az els6 egyenletbe:
T8y +4) — 4y = —24,
y=—1.
x=8(-1)+4=—4.
Vagyis a szarak metszéspontja: C(—4; —1).

b) Az a és b egyenesek a C' pontban metszik egyméast, a C-n at két szogfelezs is huzhato, de nekiink a feladat
feltételei szerint csak annak a tartoménynak a szogfelezGje kell, amelyikben benne van a P(10;4) pont.

C a
Yy
121
101
st
6,
Va
4t A% vy VP
2
n v Vb b
—4L = —2 4 6 8 10 12\
C -2

Hatarozzuk meg ennek az f szogfelezének az iranyvektorat. Az egyenes iranyvektoros egyenletének ismeretében
az a egyenes iranyvektora: v,(4;7), a b egyenes iranyvektora: v,(8;1).
vy €s vy, egyenls hosszusagiak:

[Va| = V42 + 72 = V65,
lvp| = V82 412 = V/65.

Ha két egyenld hosszu vektort 6sszeadunk, akkor a paralelogramma szabalyra gondolva a paralelogramma rombusz
lesz. A rombusz atloja pedig szogfelezs. Igy most az f bels6 szogfelezs egyik irdnyvektora: v, + vp.
A koordinatékkal elvégezve a megfelel miiveleteket:

Va+ vy = (4+8)i+ (T+1)j = 12i +8j,

ahol i és j a szokasos egységvektorokat jelenti: i(1;0), j(0;1).

A v, + v, vektornak a negyedével fogunk tovabb szamolni. Ez a vektor az f egyik irdanyvektora: v;(3;2). A
megfelel6 forgatassal megkapjuk az ny(2; —3) normalvektort is. Az ny(2; —3) normalvektorral felirhaté a C(—4;—1)
csucsra illeszkedd f szogfelez6 egyenlete:

f:2x—-3y=2-(-4)—-3-(-1) = —5.

¢) Mivel a haromszog egyenls szart, azért az a és b egyenesek szogfelez§je merdleges lesz a harmadik oldalegyenesre,
vagyis a szogfelezs iranyvektora a keresett c oldalegyenes norméalvektoralesz: vy = n.(3;2). Az n.(3; 2) normélvektorral
felirhato a P(10;4) pontra illeszked6 ¢ egyenes egyenlete:

c:3x+2y=3-10+2-4=38.
8. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:
(2 — 4\/5) cos?x + 2 sinx cosx + (2 — 2\/3) sin?z =2 —3v3+ V2.
(16 pont)

2
T+
x = cos 2z. A két utobbi kiilonbségeként és Gsszegeként a kovetkezs azonossagokat kapjuk:

Megoldas. Hasznéaljuk a fiiggvénytablazat trigonometriai azonossagait. Tudjuk, hogy 2 sin x cosx = sin 2z, cos
sin?z =1 és cos? x — sin?

2sin?2z =1 — cos 2z, illetve 2 cos®z =1+ cos 2z.
Ezek felhasznalasaval az egyenletet igy irhatjuk:
(1—2V3)(1 + cos 2z) +sin 2z + (1 — v3)(1 — cos 2z) =2 - 3V3 + V2,

1—2\/§+cos2:b—2\/§cos2x+sin2x+1—\/§—cos2x+\/§c052x=2—3\/§+\/§,
sin 2z — v/3cos 2z = V2.



Osztunk 2-vel, hogy alkalmazhatoé legyen a fliggvénytablazat

sina cos f — cosa sin = sin(a + )

azonossaga:
3 2
3 sin 2:1:—7 cos 2z = g
1 V3 v2
Ekkor az —, i, £ helyére rendre a cos E, sin E, sin T értékeket irjuk, igy az o = 2x, a § = T lesz:
2727 2 3 3 4 3
in 2 s 9 LT T
sin 2x cos — — cos 2z sin — = sin —
3 3 4’
(20+3) =sing
sin {22+ o) =sin 7.
I (2:1:—|— %) — % = 2kym, ahol ky € Z: x1 = —;—4 + Ky
5
IL. (2;10 n g) n % — 7+ 2komr, ahol ko € Z: x5 = 2—1 + ko,

9. Ha a [-3; 3] intervallumon értelmezett f(x) = 2|x+ 1|+ 2|z — 1| és g(x) = x* hozzdrendelési fiigguények gorbéjét
az y tengely koril megforgatjuk, akkor két pohdr belsd feliletét kapjuk. A koordindtarendszer egysége pontosan 1 cm.
Adjuk meg a két pohdr térfogatdinak kilénbségét.

A szdmolds sordn — ha szikséges — felhaszndlhatjuk, hogy az [a; b]-n értelmezett f(x) figguény grafikonjinak az x ten-
gely korili megforgatdsdval kapott test térfogata:

b
7r/f2(x) dx.

(16 pont)

Megoldas. Abrazoljuk az elsé poharat meghatéroz6 f(x) = 2|z + 1| + 2|z — 1| hozzarendelésti fiiggvényt a [—3; 3]
intervallumon.

Ha z € [-3; —1], akkor f(x) = =22 — 2 — 2z + 2 = —4x.

Ha z € [-1;1], akkor f(z) =2z +2—-2x+2=4.

Ha z €]1; 3], akkor f(z) = 2z + 2 + 2z — 2 = 4z.

Ezek alapjan az 1. dbra mutatja az f(x) grafikonjat.

A grafikon y tengely koriili megforgatasaval csonkakipot kapunk. Alapkoreinek sugara: r = 1, R = 3, magassaga:
m = 8. Hasznaljuk a csonkakup térfogatképletét:

104
i = %m(R2+Rr+T2) = g-S-(9+3+1): Tﬂ ~ 108,9 (cm?).

1. abra
y,,
8t g(x)
1
1
9 h(z)
B I T S R T




2. abra

A masik pohér (2. dbra) is forgastest alaki. Ha az x tengely koriil megforgatjuk a [0;9] intervallumon a h(z) =z
fiiggvény gorbéjét, akkor is ezt a testet kapjuk.
Hasznalhatjuk a feladat szovegében megadott térfogatkiszamitasi médot. Ennek a testnek a térfogata:

9 9
219
81
%:w/(ﬁ)zdx:w/xdxzw[%} :%%127,2 (cm?).
0 0

0

Vagyis a masodik pohar térfogata 18,3 cm®-rel nagyobb, mint az elsGé.



