Egy nehéz Arany Daniel feladatrol
és egy szokatlan egyenl6tlenségrol
II. rész

A cikk els részében harom megoldast kozoltiink az idei Arany Daniel verseny legnehezebbnek bizonyult feladatéara.
A feladat igy szolt:

2013 walds szamra fenndll:
a; > az >asz > ... 2> a2 > azz > 0, valamint
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(V) a§4+a§5+...+a§01321.

Igazoljuk, hogy a1 + as + as + ... + asp12 + asp13 > V2013!
Lehet-e a fenti 2013 tagi dsszeg pontosan v/ 20137

A latvanytol az absztraktig

A harmadik bizonyitas (K6MaL, 63. évfolyam, 2013/9. szam, 515-522. oldal) geometriai kérnyezetben vizsgalta
a feladatot. Ha ,kitakarjuk” a latvanyt, akkor kideriil, hogy a megoldas lelke egy egyenl&tlenség, amelyet a bizonyitdsban
jatszott szerepétdl fiiggetleniil is érdemes kimondani.

n-m lemma. Legyenek m és n  pozitiv egészek és tekintsik az > To > >
> Ty > Tptl = ... > Tpgm > 0 sorozatot. Ekkor

(nm2) (21 +x2+...xn+xn+1+...+:En+m)2 24n(wi+1+...+xi+m).

Bizonyitas. Legyen A = 21+ 22+ ...+ 2, a,nagy”’, B =Tpy1 + ...+ Tnim pedig a kicsi” tagok Osszege. Ekkor
egyrészt (A + B)2 > 4AB, méasrészt A > nx, miatt

AB > nxp(Tpi1 + -+ Togm)-

Mivel pedig x, > zn4; minden j =1,2,...,m-re, azért T, Tp4; > xiﬂ-, készen is vagyunk.
Az egyenlGséghez szitkséges A = B, és igy a rendezés miatt n < m is. Ezen kivill még z1 = x5 = ... = x9, kell,
tovabb4, hogy a sorozat tovabbi tagjai, xont1, ..., Tntm legyenek nullak. Mindez egyiitt pedig elégséges is.

Megjegyzések. 1. A bizonyitasban a sorozat monotonitasabol csak arra volt sziikség, hogy a sorozatbodl elhagyott ,nagy”
elemek mindegyike legalabb akkora, mint a meghagyott ,kis” elemek barmelyike.

2. Ha a tagoknak t6bb mint a felét hagyjuk el az 1 > z2 > ... > Tpim > 0 sorozat elejérdl, azaz n > m, akkor a rendezés
miatt A > B. A lemma bizonyitasinak els6 lépésében igy (A+ B)® > 4AB, az n-m lemmaéban tehét ilyenkor hatarozott
egyenl6tlenség all. Ha példaul z1 > x2 > 23 > 0, (n = 1,m = 2), akkor a lemma csak annyit allit, hogy (z1 + z2 + m3)2 > Sacg.
A pontos also korlat nagyobb: 91:% (miért?), és pontosan akkor kapjuk, ha z1 = z2 = zs.

Csak a rend kedvéért. Alkalmazzuk a lemmat az Arany Ddniel feladat a; sorozatara az n = 33, m = 1980
(= 2013 — 33) szereposztéassal. Ekkor

(a1+a2+,_,+a2013)224-33~(a§4+...+a§013),
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a jobb oldal pedig a feltétel szerint nagyobb vagy egyenls 4 - 33 - i 2013-nal. A lemma zaradékabol az egyenlGség

feltétele is azonnal leolvashato.
A figyelmes Olvaso latja, hogy ez a cikk elsG részében kozolt 3. megoldas, ezittal a latvany nélkiil.

Egy kézenfekvd altalanositas. Legyenek n és m pozitiv egészek. Ha a nemnegativ, fogyd a; sorozatra

ai+1+ai+2+...+ai+m2K, akkor a;+as+...+apym > VAnK.
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(A feladatban n = 33, m = 1980 és K = Z) Az egyenlGséghez a rendezés miatt n < m sziikséges, tovabba az, hogy

| K )
a1 =ay=...=ag, =\/—, és ©>2n esetén a; =0 legyen.
n

A feltételek elégségesek is. Innen az is latszik, hogy az évszamhoz illesztett 2013 = 33 - 61 kapcsolat nem tartozik
a feladat lényegéhez.



Sok lid disznét gyéz
Ha n = m, akkor az n-m lemmaban
(21 —0—3:2—|—...—|—:1:n—|—:1:n+1—|—...—|—:1:2n)2 Z4n(zi+1+...+x§n).

Négyzetgyokot vonva és rendezve kapjuk, hogy

)

2n

(w14 ...+ 2n) + (Tpg1 + Tpgo + ... + Tap) >\/wi+1+...+x§n
- n

azaz 2n darab nemnegativ szdm szadmtani kozepe legalabb akkora, mint az n-elemt részhalmazok négyzetes kozepei
koziil a legkiseb. EgyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha a szamok mind egyenlék. (Miért?) Ez a megszokotthoz
képest forditott allasu egyenlStlenség tobbféleképpen is altalanosithaté.

Igaz marad, ha a nagysag szerint csokkend sorozat végérdl kezdve a tagoknak legfeljebb a felét tartjuk meg: ezeknek
a ,kicsi” szamoknak a négyzetes kozepe ilyenkor sem lehet nagyobb a teljes sorozat szdmtani kozepénél és pontosan
akkor van egyenlGség, ha a szamok egyenl6k. Legalabb kétszer annyi lad kell tehat a disznégy6zéshez, mondja az alabbi

Sok lad lemma. Ha n > m (azaz n+m > 2m), akkor az (n + m) elemd z; sorozatra vonatkozo feltételek mellett

Ay = (14 ...+ 2n)+ (@nt1 + Tong2 + -+ Togm) > g =
n+m

2 2
_\/xn+1+...+xn+m

m

Ez az Apym > gm egyenlGtlenség majdnem minden esetben azonnal kovetkezik az n = m esetbdl. Az A, 4, szamtani
kozép ugyanis allando, nem fiigg a sorozat kezdetérdl elhagyott ,nagy” tagok szamatol, n-t6l. A meghagyott m darab
Hkicsi” szam ¢, négyzetes kozepe pedig az m-mel egyiitt ndvekszik. Ha tehat a teljes sorozatnak Gsszesen péros sok
tagja van, akkor a jobb oldal m = 1-rél indul, értéke a szamok legkisebbike, x, ., és novekedve érkezik el a méar
bizonyitott (n = m) egyenlStlenséghez. Az egyetlen, még valoban bizonyitasra szoruld esetben a teljes sorozatnak

paratlan sok, 2n + 1 eleme van, amelyek koziil az els6 n 4+ 1 darabot hagyjuk el: ha 1 > z9 > ... > 29,41 > 0, akkor

(1 + ...+ Tp +Tng1) + @ng2+ .. F Tont1) o a2 4. 2l
2n + 1 - n ’

Hogy kedvet csindljunk ehhez a specialis esethez, emlékeztetiink arra, hogy n = 2 valasztassal és némileg mas
alakban éppen ez volt az el6z6 szamunkban kitizott B. 4585. feladat allitasa. Ami az altalanos esetet illeti, a cikk
els6 részének 3. kitlzott feladata az aldbbi volt:

Ha 33 > k, x és y pedig olyan valos szdmok, amelyekre 0 < y < x, akkor®]

33+ kz+y

2
> ka? + 92
34+ k >— Tty

(1) 1)

Ennek az éllitasnak a bizonyitésa volt a cikk els6 részében kozolt 2. bizonyitas hidnyzo részlete. (k + 1)-gyel osztva és

négyzetgyokot vonva
(33+k)x+y> [ kx? 4 y?
33+ (k+1) — k+1 7

ez pedig éppen a sok lud lemma azn =33, m=k+1, 21 =T2 = ... = Tpym-1 = &, Tn+m = Y Szereposztasban.

A sok lid lemma bizonyitasa. Az allitast az eredetileg kimondott forméaban, altaldnosan bizonyitjuk be. Az
n = m eseten tul vagyunk, foltehets, hogy az Osszes szamnak kevesebb mint a felét hagyjuk meg, azaz n > m. Nevezziik
az elhagyott szamokat nagyoknak — n darab van bel6liikk —, a megmaradokat pedig kicsiknek. Tegylink félre a nagy
szamok koziil tetszolegesen (n —m) darabot. A rendezés miatt ezek szamtani kozepe legalabb akkora, mint az m darab
kicsi szam q,, négyzetes kdzepe. A tovabbi 2m darab szam kozott ott van az m darab kicsi, a maradék m darab pedig
nagy. Mint lattuk, ebben a specidlis esetben az allitas igaz, tehat ennek a 2m darab szdmnak a szdmtani kozepe szintén
legalabb ¢,,. Az allitds most mar kovetkezik abbol, hogy ha két szamsorozat szamtani koézepe kiilon-kiilén nagyobb
vagy egyenlS ¢,,-nél, akkor ez igaz a két sorozat egyesitésére is. Végiil az egyenl@séghez sziikséges, hogy a szamok
egyenl6k legyenek, és ez elégséges is.

LAz idei tagozatos OKTV els6 fordulojanak 5. feladata alapjan ennél egy erGsebb allitas is igaz: (x1+ ...+ Zn + Tpy1 +... + gcgn)2 >
An(z1 - Tnt1 + ... + Tn - Tan), de ezzel az élesitéssel most nem foglalkozunk.

2Az els6 részben ennek a feladatnak a kittizésekor az m valtozo szerepelt a mostani k helyett. Ezért olvasoink elnézését kerjiik, az m
a cikknek ebben a részében maést jelol.



Megjegyzés. Ha a sok lid lemma egyenlStlenségét ,visszarendezziik”, akkor az n-m lemma allitasdhoz hasonlé becslést kapunk.
Tehat ha 0 < m < n, akkor

2
%($i+l —+ ... +$i+m)

(@14 4 T0) + (@1 + Tgz + o+ Togm)) >
Egyenl6ség lehetséges, mégpedig pontosan akkor, ha a sorozat tagjai egyenlék.
Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlGtlenség a B. 4585. kittzott feladat altalanositasa.

2 2
Ha m = n, akkor M = 4n, visszakapjuk az n = m egyenlGtlenséget. Minden mas esetben M > 4n, igy,

akarcsak a B. 4585. feladdtban, most is megkapjuk az n-m lemma becslésénél nagyobb pontos alsé korlatot. ‘Gsszefoglalva:

(x1+---+xn+xn+l+xn+2+---+xn+m)22

(n+m)2 2 2
7(xn+1+...+xn+m), ha 0 <m < m;

4n(xi+1+...+:ci+m), ha n,m > 0.

Egyenl6ség mindkét esetben lehetséges, de masképpen: az els6 becslésben akkor, ha az 0sszes szdm ugyanakkora, a masodikban
pedig akkor, ha m > n, a sorozat elsé 2n tagja egyenld, a tobbi pedig nulla. Ha n = m, akkor a két egyenlétlenség azonos, ha
m # n, akkor a két alsoé korlat koziil az els6 a nagyobb.

Ha a minden pozitiv {n, m} parra teljesiils n-m lemmdt is a szamtani és a négyzetes kozepek kapcsolataként irjuk
at, akkor azt kapjuk, hogy

1+ ...+ Ty +Tpy1 +Tpg2 + .0+ Tngm

(nm”) n+m -
2 2
Z}\\/xnﬂ—i—...—i-xmrm’ ahol )\:2w/nm§1
m n+m

Ha n = m, akkor A =1, egyébként \ < 1.
Az (nm™) egyenl6tlenségbdl kiolvashato, hogy a sok lid lemma a sorozat elejérdl elhagyhato nagy tagok szamanak
aranyat illetGen is éles: ha n < m, tehat az

arany kisebb, mint 1/2, akkor az m darab legkisebb szam négyzetes
n—+m
kodzepe mar nagyobb lehet a teljes sorozat szdmtani kdzepénél.

Ha példaul m = n + 1, akkor, mint lattuk, az (nm*) egyenl6tlenségben allhat egyenlség, mégpedig akkor, ha

Tl =Xy = ... = To, > 068 zo,+1 = 0. E sorozat elemeinek a szamtani kdzepe tehdt éppen egyenlsé az m = n + 1
darab ,kicsi” szam négyzetes kozepének a A-szoroséval. Mivel A most kisebb 1-nél, erre a sorozatra

Ty 4. F T+ Tpg1 + Tpgo + .o+ Tongr _ 2 4. ek,
2n+1 n+1 '

Ha tehat (n + 1) darab szamot tartunk meg a négyzetes kézéphez, akkor 2n + 1 ,Jud” mar kevés.

Emeljiik a tétet

Az 1. rész 2. feladataban a versenyfeladathoz hasonld egyenléStlenséget kellett igazolni, csak eggyel magasabb di-
menzidéban: azt kellett bizonyitani, hogy
Ha 2013 wvalds szdmra fenndll, hogy a1 > as > ag > ... > ago12 > ag013 > 0, valamint hogy

agy + agg + ...+ ajy3 > ﬂa
— 891
akkor
a1 +as+asz+ ...+ a3 > \3/ 2013,
€s egyenldség akkor teljestl, ha a1 =ag = ... = agg = V2 13/99, tovdbbd a100 = a101 = ... = ag013 = 0.

A megoldas az n-m lemma aldbbi haromdimenzi6s valtozatan mulik:

Legyenek n és m pozitiv egészek és tekintsik az 1 >  x9 > > Ty 2 Tpy1 2
> ... > Tpem > 0 sorozatot. Ekkor
(nm3) (:101+x2+...+xn+xn+1+...+xn+m)32

2%n2'(x2+1+...+xz+m).

m darab tag



Aki eligazodik az (A 4+ B)-éld kocka monoton fogyo felosztasan, az bizonyosan ,latja” ezt az egyenlGtlenséget is. Mi
lényegében lemasoljuk a kétdimenziés algebrai bizonyitast. Az (A + B)3 mennyiségre keresiink alsé becslést, ahol A
ismét az n darab ,nagy”, B pedig az m darab ,kicsi” szam Gsszege. Ahogy két dimenzioban az AB szorzatot tudtuk
a rendezést felhasznélva alulrél becsiilni, most az A%B szorzatra kapjuk, hogy

A’B>n? 22 - (Tpg1 + - Togm),
hiszen A > n - x,, miatt A% > (n - xn)2. Mivel 2, > ©p4;, azért z2 . Tngj > aziﬂ-, és igy
2 20,3 3
A*B>n*(zp 1+ ..+ T )

A bizonyitas befejezéséhez most mér a harom tagra felirt szdmtani és mértani kozép egyenlStlenségére van sziikség:

A A 2
444,48
A+B _§+4+ >3<A>B;

3 3 = 2

innen val6ban kapjuk, hogy
2 2
(A+ B)* > {AQB > Z7n2(33i+1 +o T ).

Az egyenldséghez most A = 2B és igy a rendezés miatt 2m > n sziikséges. A becslésekben kell még A = n - x,,
illetve 22 - x4, = xf’lﬂ-, (j =1,...m). Az el6bbi a rendezés miatt pontosan akkor teljesiil, ha z1 = xo = ... = x,,
az utoébbi pedig akkor, ha z,, = z,4; vagy z,4; = 0. Mivel a sorozat monoton fogyo, ez csak tigy lehetséges, ha van
olyan k < m, hogy

T =T =...=%p =Tpt1 =-.. =Ttk =T >0 &S Tpiktr1 = ... = Tptm = 0.

Igy A = nx = 2B = 2kx azt jelenti, hogy a haromdimenziés n — m lemmaban pontosan akkor van egyenlség, ha n

péros, a sorozat elsd 5" tagja egyenl$ és pozitiv, a tovabbi tagok pedig nullak.

Epilégus

A feladat megoldasa most mar egyszeri behelyettesitéssel adodik, ugyanigy, ahogy az Arany Ddniel feladat meg-
oldasat kaptuk a kétdimenzios n-m lemmdbol. Ezt a lépést hagyjuk az Olvasora.

Ugyanigy javasoljuk, hogy az Olvasé mondja ki és bizonyitsa be a magasabb dimenziés n-m lemmdkat is a megfelelé
sok lid lemmékkal egyiitt. Végiil pedig masféle altalanositasként az A. 605. feladatot ajanljuk.

Erben Péter, Pataki Janos



