I. rész

1. A kiralyfi Csipkerdzsikihoz sietett a toronyba. Elészor egyesével, majd kettesével, végil mdr hdrmasdval vette a
lépcsdfokokat a 232 fokos csigalépcsén. Ha az elején [épett volna hdrmasdval, majd kettesével, végil egyesével rendre
ugyanennyit, akkor eqy 276 fokos lépcsdsor tetejére is feljuthatott volna.

a) Mennyit lépett a kirdlyfi, mig felért a lépcsd tetejére?

b) Hdny lépcsdt lépett egyesével, ha kettesével mdsfélszer annyit lépett, mint hdrmasdval? (10 pont)

Megoldas. a) Legyen az egyesével tett lépések szama x, a kettes lépéseké y, a harmasoké z. A feladat szovege

szerint:
T+ 2y +3z2=232, 3x+42y+ z=276.

Adjuk Gssze a két egyenletet, és osszunk 4-gyel: x + y + z = 127. Vagyis 127 1épéssel ért fel a 1épcss tetejére.
b) Tudjuk, hogy y = 1,5z. A harom ismeretlenre igy mar harom egyenletiink van. Ennek megoldasa: © = 52, y = 45,
z = 30. Tehat a kiralyfi 52 1épcsét 1épett egyesével.

2. Hdrom kétjegytd primszam eqy szamtani sorozat hdrom egymdst kovetd tagja. Az dsszegiik olyan hdromjeqyd
szam, melyben a szamjegyek egqy movekvd szamtani sorozat hdrom egymdst kévetd tagjat adjik. A szimjegyek kozotti
kilonbségnek a mdsfélszerese a primszamok kézotti kiillonbség. Melyik ez a hdrom primszam? (13 pont)

Megoldas. Mivel a primszamok kétjegytiek, igy az Osszegiik 300-nal kisebb, és tudjuk, hogy a szamjegyek is
szamtani sorozatot alkotnak. Ilyen haromjegyt szamok a kovetkezsk: 123, 135, 147, 159, 234, 246, 258. Az Gsszeg
harmada adja a kézépss primszamot. A harmadolas utéan csak két esetben kapunk primszamot: 123, 159.

I. eset: Ha az 0sszeg 123, akkor a kozéps6 primszam a 41. Mivel a szdmjegyek kiilonbsége 1, ezért a primeknél 1,5
lesz a kiilonbség. Ezek alapjan nem kapunk egész szdmokat.

II. eset: Ha az 6sszeg 159, akkor a kdzéps6 primszam az 53. Mivel a szamjegyek kiilonbsége 4, ezért a primeknél 6
lesz a kiilonbség.

Ezek alapjan a harom szam: 47, 53, 59, és ezek mindegyike primszam, vagyis megfelel a feladat feltételeinek.

3. Bori a kérzdjével hatszirma virdgot szerkesztett az abrén ldathaté modon, majd kiszinezte.

a) Mekkordra nyitotta a kérzdjét Bori, ha a hatszirmi virdg hatdrvonaldénak hossza 18w cm-ben?
b) A kor teriletének hdiny szdzalékdt szinezte ki? (14 pont)

Megoldas. a) Legyen a kor sugara r, ekkor keriilete K = 2rw. A virdg egy szirmanak egyik ive a kor 60°-os
kozépponti szogéhez tartozo iv hosszaval egyenld, tehat a kor keriiletének hatoda. A virdg 12 db ugyanekkora ivbol
all. Tehat Gsszesen a kor keriiletének kétszerese a virdg hatarvonaldnak hossza, azaz: 2K = 4rm = 187. Ebb6l r = 4,5.

Vagyis 4,5 cm-re nyitotta ki Bori a korzGjét.

b) A kor teriilete: T = r2n. A virag egy szirméanak (a kor sugara altal levagott) fele a kor 60°-os kdzépponti szogéhez
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Tehat kb. a kor 34,6%-at szinezte ki Bori.

4. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szdamok halmazdn:

logs (z — 2) + log,s (42° + 292° + 162) = log; (z* — 8). (14 pont)



Megoldas. A feladat értelmezési tartoménya: z > 2. A logaritmus azonossagait és a logaritmus fliggvény kolcsonos
egyértelmtiségét felhasznalva:

logy (423 + 2922 + 16x)
logs 25
log; (423 + 2922 + 16x)
2
logs (42 + 2922 4 162) = logs (22 + 22 + 4)
4o 4+ 2922 + 162 = 2t 4 423 4 1222 + 162 + 16,
0=a"—172° + 16.

= logs (2% — 8) — logs (z — 2),

= logs (2% + 22 + 4),

2
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Ez 2%-re masodfoku egyenlet, a gyokok: 1 = —1, 2o = 1, 23 = —4, 24 = 4, melyek koziil csak az x = 4 a megoldas az
értelmezési tartomany miatt.

II. rész

5. Adott a sikon 2011 egyenes, melyek kiziott nincsenek pdrhuzamosok, tovabbd 1011 egyenes dtmegy a sik P pontjdn.
A P-n kivil a sik egyetlen pontjira sem illeszkedik kettdnél tobb egyenes.

a) Hdiny metszéspontja van a 2011 egyenesnek?

b) Mekkora valdsziniséggel van 3 véletlenszeriden vdlasztott egyenesnek kozds pontja?

¢) Mekkora a valdszinisége annak, hogy 3 véletlenszerden vdlasztott egyenes egy hdaromszdg hdarom oldalegyenese?

d) Az egyenesek kizil kivdlasztunk o6tot. Az dltaluk meghatdrozott tartomdnyokat kiszinezzik a lehetd legkevesebb
szinnel 1igy, hogy az élben szomszédos részek ne legyenek azonos sziniek. Hany szinre lesz sziikségink? (16 pont)

2011
Megoldas. a) A 2011 darab egyenesnek ( 9 ) metszéspontja lehet maximalisan. Most ebbdl 1011 egyenesnek az

1011 ) . i . . . 2011 1011
metszéspontja helyett csak egy metszéspont van. Ezek szerint a metszéspontok szama: — +1=

2 2
1510 501.
A feltételeknek megfelel 2011 darab egyenesnek 1 510 501 metszéspontja van.

01
b) Véletlenszertien valasztunk harom egyenest, ekkor az Osszes lehetGségek szama: ( 3 ) Csak az a kedvezd, ha

1011
az 1011-bdl valasztunk harmat. A kedvezs esetek szdma: ( 03 )

A keresett valosziniiség:

¢) Mivel koziiliik semelyik kett6 nem parhuzamos, azért ha a harom egyenes nem egy pontban metszi egymast,
akkor haromszoget hataroznak meg.

Tudjuk, hogy a véletlenszertien valasztott harom egyenes kb. 0,127 valészintiséggel metszi egy pontban egymast,
ezért annak valoszintisége, hogy a harom egyenes egy héromszég harom oldalegyenese lesz, 0,873.

d) Egy egyenes a sikot két részre osztja, ekkor két szin biztosan elég a szinezéshez. Ezutan egy tjabb egyenes hozza-
vételekor mindig az egyik félsik Osszes darabjanak szinét ellenkezGjére valtoztatjuk, igy biztositva, hogy a szomszédos
teriiletek tovabbra is kiilonb6z6 szintiek maradjanak. Tehat a szinezéshez két szin elég.
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6. Eqy esztergdlyos megrendelést kapott forgdasszimmetrikus diszitéelemek készitésére. A megrendeld az dbran ldthato
tengelymetszetet adta le, de elfelejtette bejeldlni a forgdstengelyt.




10 cm

_—— =

A diszitéelemeket olyan hengerbdl kell elkésziteni, amelyek dtmérdje és magassdga is 10 cm, a kész elem kizepén
lathato gomb dtmérdje pedig 5 cm. Az esztergdlyos mindkét lehetséges valtozatbol elkészitett egy-egy mintapéldanyt.
Hdny szdzalék a hulladék az egyes esetekben? (16 pont)

I. megoldas. Mindkét esetben ugyanakkora a kiindulasnak vett henger térfogata: Vienger = 527 - 10 = 2507 ~
785,40, és a gbmb térfogata:
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Vgi:imb = ~ 65,45.

1. eset: A forgastengely vizszintes. Ennek a véltozatnak a térfogata:
W = 2Vcsonkakt’lp + ng’mb - 2Vgi)’mbszelet-

A csonkakup alapkorének sugara megegyezik a henger sugaraval, vagyis 5 cm. Meg kell hatdroznunk a magassaganak
és a fedskor sugaranak a hosszat.
Hasznaljuk a keresztmetszetrsl készitett abra jeloléseit.

A KPB és a KFA egyenl6szart derékszogi haromszogek, ezért hasonlok. Tudjuk, hogy AF = 5, KA = 5v/2,

BP 5
KB =25, igy a megfelel6 oldalak aranya: ——. Ebbdl kapjuk a csonkakup fed6korének sugarat: BP = 1,25v/2.

25 52
A haromszogek egyenl6szarusagat felhasznéalva a csonkakip magassaga is kifejezhets: PF = KF — KP =5 —1,25v/2.
A csonkakup térfogata:

Vesontatca = 5 (5= 1.25V2) [5* + 5(1,25v2) + (1,25v2)°] ~ 125,11,

A gomb sugara: KB = 2,5, a gombszelet magassaga: PR = KR — KP = 2,5 — 1,25v/2. A gombszelet térfogata:

T (25— 1,25v2)%[3-2,5 — (25 — 1,25v2)] ~ 3,80.

ng’mbszelet = 3



A kapott eredmények felhasznalasaval:

V1= 2Vcsonkakflp + ng’mb - 2Vg6mbszelet =2-12511 + 65,45 — 2 - 3,80 = 308,07,
Vi 308,07

= ~ 0,3922.
Vhenger 785,40 ’

Tehat az els6 esetben az anyagveszteség kb. 60,78%-o0s.

|
|
|
llocm
|
|
|
|

2. eset: A forgastengely fliggbleges. Ennek a valtozatnak a térfogata:
Vo= Vhenger - 2‘/cs0nkakﬁp + 2vaiimbszelet-
Az el6z6 rész eredmeényeit felhasznalva:

Vo = Vhenger - 2‘/050nkak1'1p + 2Vg6mbszelet =
— 785,40 — 2-125,11 + 2 - 3,80 = 542,78,
Vo | 54278

= = 0,6911.
Vhenger 785,40
Tehat a masodik esetben az anyagveszteség 30,89%-0s.
II. megoldas. 1. eset: A forgastengely vizszintes.
Y
5
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A kor egyenlete: 22 + y* = 6,25 (ahol 0 < 2,y < 2,5), ebb6l y = 1/6,25 — 22. Az egyenes egyenlete: y = z. A kor
és az egyenes metszéspontja: (1,25\/5; 1,25\/5).
A forgastest térfogatat integrallal hatarozzuk meg:

1,252 5
Vl = 27T( / (6,25 — 1'2) d.’II + / .’I]2 dx) =
0 1,252

A1 ,25v/2 e
=27 {6,251’ — —] [ ]
3 1,25v/2

=or <6 25-1,25v2 — (1.25v2)° 3 53 _ (125v2)° 25v2)’

- + 3 - > ~ 308,08.

Az eredeti henger térfogata: Vienger = 527 - 10 = 2507 ~ 785,40.

Vi 308,08

= ~ 0,3922.
Vhenger 785,40 ’




Tehat az els6 esetben az anyagveszteség kb. 60,78%-o0s.
II. eset: A forgastengely fliggsleges.

o=

2,5
1,252

A forgastest térfogatat integrallal hatarozzuk meg:

5 5 2,5
V2=27r</25dy— / y2dy+ / (6,25—y2)dy):
0 1,252 1,252

s T P12
= 2 — | = - =
m ([2534}0 { 3 ]1 252 i [6,2531 3 L 25\/§>

3 3

53 1,25v/2 2,53 1,25v/2

=2r 25~5——+M+6,25~2,5— ’ —6,25~1,25\/§+M ~
3 3 3 3

~ 542,77.

Az eredeti henger térfogata: Vienger ~ 785,40.
42
Ve 52T ~ 0,6911.

Vhenger B 785740
Tehat a masodik esetben az anyagveszteség kb. 30,89%-o0s.

7. Egy hdromszog csicsainak koordindtdi: A(—7;—2), B(11;-2), C(—1;10).

a) Adjuk meg a hdromszog mindhdrom csicsdtol egyenld tdavolsdgra taldlhaté K pont koordindtdit.
b) Adjuk meg a hdromsziog M magassdgpontjinak koordindtdit.

¢) Igazoljuk szamitdssal, hogy az ABC hdromszigben az S sulypont harmadolja az MK szakaszt.

Megoldas. A megoldas soran a mellékelt dbra jeloléseit hasznaljuk.

F 14
b ;g
| | | \
-8 /o —4 -2 Jol 2
A 12 F.

B

(16 pont)

a) A K pont az oldalfelezé merdlegesek metszéspontjaban talalhato. Irjuk fel a c oldalhoz tartozo f. felez6merdleges
egyenletét. Ennek az egyenesnek egyik pontja az AB oldal felezSpontja: F.(2; —2). Mivel a ¢ oldal parhuzamos az

x tengellyel, azért az f. egyenes az y tengellyel lesz parhuzamos, igy egyenlete: x = 2.

Irjuk fel a b oldalhoz tartozo f, felezGmersleges egyenletét is. Ennek az egyenesnek egyik pontja az AC oldal
felez6pontja: F,(—4;4). Az f, egyenes egy normalvektora: AC(6;12), aminek szamolhatunk a hatodaval. Vagyis az fj,

egyenes egyenlete: x + 2y =1-(—4) + 2 -4, amibdl y = —3% +2. Az f. és fp egyenesek egyenletébdl kapjuk: K(2;1).

b) Az M magassagpont a hiromszdg magassagainak metszéspontja. Irjuk fel a ¢ oldalhoz tartozoé m. magassag

egyenesének egyenletét. Ennek egyik pontja C'(—1;10), és merdleges a c oldalra, ezért egyenlete: z = —1.

Irjuk fel a b oldalhoz tartozé my, magassag egyenesének egyenletét. Ennek egyik pontja B(11; —2), és merdleges a
b oldalra, tehat normélvektora megegyezik az oldalfelezé meréleges normalvektoraval. Vagyis az my egyenes egyenlete:
7

1



Az m. és my, egyenesek egyenletébdl kapjuk: M(—1;4).

¢) A sulypont koordinatait a csicspontok _m>egfelel(5 koordinatainak szamtaniﬁgzepe adja, vagyis: S(1;2). Mivel
M(—1;4) és K(2;1), ezért M_—g’(Q; —2), illetve SK(1; —1). A két vektorra: MS = 25K, tehat az S pont az M K szakasz
K végpontjihoz kizelebbi harmadolépont.

8. Anna ajindékba olyan 56 dm?® térfogati csomagot kapott, melynek csomagolisihoz (az abran ldthaté moédon) a

lehetd legkevesebb zsineget hasznaltik. Mekkora o téglatest alaki doboz éleinek hossza, ha az eqyik alapélének hossza
egyenld a magassag kétszeresével az dbra szerint? (16 pont)

2z

Megoldas. A téglatest élei legyenek x, 2z, y. A zsineg hosszusiga a téglatest éleinek fiiggvényében: [(z,y) =
6x + 4 - 2z + 2y = 14x + 2y, ahol z,y > 0.

28
Az ajandék térfogata: V = 56 = 22%y. Ebbdl kifejezzitk y-t: y = 2 és behelyettesitjiik a zsineg hosszisagat leird
fliggvénybe:
56
l(x) = 14x + 2y = 14x + pox

ahol > 0. Ennek a fliggvénynek keressiik a minimumat.
Az [ fuggvény derivaltja:

112
!/
. - e e 112 P .
Az | fliggvénynek ott lehet minimuma, ahol a derivalt fiiggvény értéke nulla, azaz: 14 — — =0, ebbdl z = 2. Mivel
x

itt a derivalt negativbdl pozitivba valt, ezért ezen a helyen a fliggvénynek valéban minimuma van.
Ezt visszahelyettesitve kapjuk a doboz éleinek hosszat: 2 dm, 4 dm és 7 dm.

9. Az azonos tengerszint feletti magassigban fekvd Hencida és Boncida kézott a tdvolsdg 5 km. Henciddbdl egy
kozeli hegy csicsa 30°-0s, Bonciddbol pedig 11°-0s szogben ldtszik. Henciddbdl a hegy csicsdt és Bonciddt osszekdtd
szakasz ldtdszoge 120°-0s.

a) Mennyivel van magasabban a hegy csicsa a két vdros szintjéhez képest?

b) A két vdrost dsszekitd egyenes it felénél felroppen egy maddr. Roppdlydjinak minden pontja egyenld tdvolsdgra
van a két vdrostol. Mennyire kozelitheti meg ropilés kizben a hegy csicsdt? (16 pont)

Megoldas. a) Az dbrdn lathato jeloléseket hasznaljuk. A hegy magassaga x. A CTH deréksz6gi haromszogben
~ 5,24z. Irjuk
a sin

fel a CH B haromszogben a koszinusztételt a b oldalra, majd helyettesitsiik be az imént kapott Osszefiiggéseket:

sin 30° = f, ebbdl a = 2x. Ugyanigy a CT B derékszogli haromszoégben sin 11° = %, ebbdl b = ———
¥ =a?>+52—2-a-5-cos120°,
(5,242)* = (22)* +25—2-22-5- (—0,5),
27,4576 2% = 42? + 25 4 10z,
23,4576 22 — 10z — 25 = 0.

Ebbol: 21 ~ —0,841 (ami nem megoldas, mert a magassag csak pozitiv lehet), xo a2 1,267. Tehat a hegy 1267 méter
magas.



b) A madar (M) rajta van a HB szakasz S felez6merd6leges sikjan, a hegy csticsanak magassagaban. Helyzetét az
dbra szemlélteti. A keresett tavolsag M C, ennek a vizszintes szakasznak a vizszintes sikra esé merGleges vetiilete T'NV,
és ez a TINFH derékszogi trapéz hosszabbik alapja lesz. A TP szakasz hosszat a TPH derékszogd haromszogben
szamitjuk ki. A latoszogek felhasznalasaval a THC és a T BC' derékszogi haromszogekben:

~2195 6s TB= ~ 6,518.

xr X
H=—"—
tg 30° tg11°
A TH B haromszogben a koszinusztétel alapjan:
6,518% =2,195% + 5% —2.5-2,195 - cos (a + 90°),

ebbdl cos (o + 90°) &~ —0,5771, azaz o + 90° ~ 125,25°, vagyis o = 35,25°, tovabba a TPH haromszoghen TP =
TH -sina=2,195-0,5771 ~ 1,267, TN =TP+ PN = 1,267+ 2,5 = 3,767. Tehat a madar a hegycsicsot 3767 méterre

kozelitheti meg.



