Megoldasvazlatok a 2011/2. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

(= Vo —5-5)(z> — 11z +28) = 0.
(14 pont)

Megoldas. Ertelmezési tartoméany: z > 5. Az egyenlet a kovetkezs alakra hozhato:
(x—4)- Vo -5 (Vo —5-1)(z—7)=0.

Egy szorzat akkor nulla, ha legalabb egy tényezGje nulla. A négy tényez6 rendre a 4, 5, 6, 7 helyen lesz nulla.
Az értelmezési tartoményt figyelembe véve az egyenlet megoldasai: 1 =5, z0 =6, x3 = 7.

2. Veronika egy olyan programot irt a szamitogépre, amely egy pozitiv egész szimot kér bemend adatként, majd
eqy billentyd megnyomdsdra a soron kévetkezd egész szammal megndvelt dsszeq lesz lathato a képernydn. A billentyd
tjabb megnyomdsdval mindig az utolsénak kapott dsszeget noveli a gép, 1-gyel nagyobb szdammal, mint az ezt megeldzd
lépésben, és az igy kapott dsszeg megjelenik a képernydn. Eqyik alkalommal az 59. billentyinyomds utdn a 2010 jelent
meg a képernydén. Melyik szam volt ekkor a bemend adat?

(12 pont)

Megoldas. Legyen a bemend adat az x. Az els billentytinyomas utani 6sszeg « + (z + 1), az 59. utan pedig
x4+ (z+1)+...+(2+59). Ez egy szamtani sorozat egymast kovets hatvan tagjanak az Gsszege. A sorozat elss tagja x,
differencidja 1, az 6sszege 2010. Vagyis:

60
Seo = 5 [22 + (60 — 1) - 1] = 30(2z + 59) = 2010.
Ebbél kapjuk, hogy = = 4.
Tehét a 4-es volt a bemend adat. (Valoban: 4 +5+6 + ... + 62 + 63 = 2010).

3. A 2500000 Ft-os dsszeg eqyik része egy €v alatt 60 000 Ft-ot, a mdsik része 75 000 Ft-ot kamatozott. Ez utobbi
kamatlaba 1%-kal kisebb volt, mint az elséé. Hiny szdzalékos kamatra és mekkora dsszegeket kétottink le? (14 pont)

Megoldas. Az elss lekotés kamatlaba legyen p%, ekkor a masik részé (p — 1)%. Az els6 lekotott rész nagysagas:
60 000 6 000 000

D
100 p

A miésodik lek6tott rész nagysaga:
75000 7500 000

p—1 p— 1
100
A két rész Osszege adott, ezért felirhatjuk a kdvetkezd egyenletet:
6 000 000 7 500 000

= 2 500 000.
p p—1
- ) pp—1)
Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg m—del:

12(p— 1)+ 15p = 5p(p — 1).
A beszorzasok, rendezések utan a kovetkezs masodfoku egyenlethez jutunk:
5p —32p+12 =0,

32+£4/322-240  32+28
10 10

A py nem megoldas, hiszen ekkor a p — 1 negativ lenne. Vagyis 6%-os és 5%-o0s lekotéseink voltak. Az els6 lekotott
rész:

P12 = P11 = 65 D2 = 074

6000 000 6000 000

=1 000 000.
P 6
A maésodik lek6tott rész: 7500000 7 500 000
= =1 500 000.
p—1 )

Tehat 1 000 000 Ft volt 6%-os és 1 500 000 Ft pedig 5%-os éves lekotésen. (Ezek éves kamata valoban 60 000 Ft, illetve
75 000 F't.)



4. Egy jaték szabdlyos hatszog alaki lapkdkbol dll, melyeknek egyik oldaldn hdrom kilénbézd szind vonal ldthato.
Egy készlethez négy szint haszndlnak. A vonalak elrendezése alapjin négyféle lapka lehetséges, ezeket az abra mutatja

(februdri szamunk cimlapjdan is).
A B C D

Hany elemi eqy készlet, ha az 0sszes lehetséges lapkdbdl egyet tartalmaz? (14 pont)

Megoldas. Az A tipusa lapkat kétféleképpen szinezhetjiik. Az egyik szin helyét rogzitjik (legyen ez példaul a
hatsz6g bal oldalan), a méasik ketts helye felcserélhetd.
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A B tipusu lapkat haromféleképpen szinezhetjiikk. Az egyenes vonalat lehet mind a harom szinnel szinezni, de a
masik két vonal szinét mar hiaba cseréljiik fel, nem kapunk 1j elrendezést (forgatéassal egymésba forgathatok).

e

A C tipusu lapkat is haromféleképpen szinezhetjii, hasonléan az el6z6ekben elmondottakhoz.

=T+

A D tipusu lapkat hatféleképpen szinezhetjilk'. A kis ivet szinezhetjilk mindharom szinnel, és a masik két iv
szineinek felcserélésével 4 elrendezést kapunk.
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Ez eddig 14 darab. Négy szint hasznalhatunk, és négybdl harmat kivalasztani négyféleképpen lehet. Barmelyik
harom szin esetén 14 darab kiilonboz6 lapka készithets, igy a teljes készlet ennek a négyszerese lesz.
Vagyis a készlet 56 darabbol all.

II. rész

5. Egy hdaromszég két oldaldnak hossza egész szdm. Ha kéziliik a rovidebbet noveljik 2-vel, a hosszabbat csokkentjik
2-vel, az dltaluk kozrezdrt széget pedig vdltozatlanul hagyjuk, akkor a hdromszdog teriilete az eredeti terilet mdasfélszerese
lesz. Milyen hosszi volt az eredeti haromszog két oldala? (16 pont)

! Eltekintiink att6l, hogy melyik vonal van alul, illetve f5liil. Ha ett6l nem tekintenénk el, akkor a C esetben is és a D esetben is kétszer
ennyi lehetGségiink lenne. A tantrix jatékban sem lényeges, hogy melyik vonal van alul, illetve folil.



Megoldas. Legyen a haromszog két oldalhosszanak mérGszama a és b (a, b pozitiv egész, valamint a > b), az

bsi
altaluk kozbezart szog a szokasos jeloléssel . Ekkor a haromszog teriilete: ¢, = a4 521117‘ A megvaltoztatott oldala

haromszog teriilete:
(a —2)(b+2)siny
5 .
A feladat szovege szerint a megvaltoztatott oldalakkal kapott haromszog teriilete masfélszerese lett az eredeti
haromszog teriiletének, ezért:

ty =

absiny 2 (a—2)(b+2)siny
23 2 '
Ebbél kapjuk: 3ab = 2(a — 2)(b+ 2). A beszorzas és rendezés utan: ab — 4a + 4b + 8 = 0. Fejezziik ki a b-t:

,_da=8 da+y-2 2
T a+4 a+4 B a+4

Az a 4+ 4 a 24 egész osztoja kell, hogy legyen. Ilyen egész szam 16 darab van. Az esetek szdménak csokkentése
érdekében az el6z6 eredményiinket igy is iratjuk: (a +4)(b —4) = —24. Mivel a > b, ezért a +4 > b — 4. A szorzat
csak gy lehet negativ, hogy az (a+ 4)-es tényez6 a 24 pozitiv osztoja. Tudjuk, hogy az a — 2 a megvaltoztatott oldala
haromszog egyik oldala, igy még ennek is pozitivnak kell lenni. Vagyis az a + 4 a 24, 12, 8, 6, 4, 3, 2, 1 lehetGségek
koziil csak ez els6 harom lehet. Igy kapjuk a-ra a 20, 8, 4 értékeket. Ezekhez visszahelyettesitéssel b is szamolhato.

Hérom megoldast kaptunk: a; =20, by =3,

as = 8, b2 = 2,
az = 4, b3 =1.
Konnyen ellenérizhets, hogy mindharom valéban eleget tesz a feladat feltételeinek.

6. Egy tivegudza tengelymetszetét koordindtarendszerben dabrdzoltuk, melynek egységeit vegyiik 1 cm -nek. A forgds-
2
test belsd feliiletét az f(x) = 2® + 1, a kiilsd feliletét a g(x) = e 26 hozzdrendelési figgvény y tengely korili

megforgatasdval kapjuk. A test magassdga 26 cm.
a) Hdny liter viz onthetd a vdzdba anélkil, hogy kicsordulna?

b) Mekkora a vdza témege, ha az tveg sirisége 2,6 ig? (16 pont)
cm

L
3 56

Megoldas. a) A véaza belss térfogata azonos lesz annak a testnek a térfogataval, amelyet a h(z) = +/x hozzaren-
delési fliggvény x tengely koriili megforgatasaval kapunk a [0; 25] intervallumon:

25 25 2725 2 2
252 0

V1:7r/ (\/5)2d:10:7r/ xdx:w-{z—] :w(———>=312,5-wz982.
o o 2 |, 2 72




A belsé térfogat kb. 982 cm?®, vagyis 0,982 liter viz 6nthetd a vazaba.
b) A vaza alakja csonkakup, melynek m magassaga 26 cm, az alapkér R sugara 3 cm, a fed6kor r sugara 6 cm.
A csonkakup térfogata:

Vo = gm(R2+r2+Rr) - %'26' (3% 462 +3-6) :§.26~63:5467r.
Az iiveg térfogata cm3-ben:
V =V, — Vi =5467 — 312,57 = 233,57 ~ 733,6.
Az iiveg siriisége: 2,6 % Az iivegvaza tomegét megkapjuk, ha a térfogat és a stiriség szorzatat vessziik:
733,6 - 2,6 = 1907,36.

Vagyis az tivegvaza kb. 1,9 kg tomegd.

7. Igazoljuk, hogy a 82° — 62 + 1 = 0 harmadfoki egyenletnek hdrom kilonbézé gyoke van, és ezek egyike a sin 17T—8
(16 pont)

Megoldas. Vizsgaljuk a minden valés szamra értelmezett és mindeniitt folytonos f(z) = 82 — 62 + 1 hozzaren-
deléssel megadott fiiggvényt.

Mivel az f'(z) = 242% — 6 fiiggvény zérushelyei a —% és az %, ezért, itt lehet az eredeti fliggvénynek lokilis

szélsGértéke. Ezeken a helyeken az els6 derivalt elGjelet valt (pozitivbol negativba, illetve negativbol pozitivba megy at),
igy az elsd helyen lokilis maximuma, a masodik helyen lokalis minimuma van a fiiggvénynek. Szamolassal kapjuk, hogy
f(=0,5) =3és f(0,5) = —1.

Vagyis a } —35 [ intervallumon a fiiggvénynek zérushelye van.

Mivel lim (8:103 — 6x — 1) = 00, azért a
1 Tr—r00
} oL oo[ intervallumon is van a fliggvénynek zérushelye.

1
Mivel lim (82 —6x—1) = —oo, azért a | — oo —5] intervallumon is van zérushelye a fiiggvénynek. Ezek alapjan
r—r — 00

a 8z — 62 + 1 = 0 harmadfoku egyenletnek valoban harom kiilonboz6 gyoke van.
Meg kell még mutatnunk, hogy a sin 1—7; gyoke a megadott harmadfoki egyenletnek, azaz

8sin3l7r—8—631n1—7r8+1:0.

1
A % haromszorosa %, ami nevezetes szog, és tudjuk, hogy sin% =35
Alkalmazzuk a sin 3o = 3sin o — 4 sin® « Osszefiiggest:

sin% = 3sin% — 4sin® 1—”8.
Ezt 2-vel szorozva és rendezve kapjuk:

8 sin® 1”—8 - 6sin1—7; +1=0.
Vagyis a megadott harmadfokt egyenlet egyik gyoke valéban a sin %
8. Adott hdrom kir az egyenletével: 2> +10x+y? —6y+30 = 0, 2° +4x+1y>+2y+4 = 0, 2% — 1da+y* +4y+44 = 0.
a) Mekkora a kézéppontjaik dltal meghatdrozott hdromsziog kerilete?

b) Igazoljuk, hogy ennek a hdromszignek a terilete raciondlis szdm.
¢) Adjuk meg annak a pontnak a koordindtdit, amelytél mindhdrom kézéppont egyenld tdvolsdigra van. (16 pont)

Megoldas. a) Az korok egyenletét atirhatjuk a kovetkezs alakba:
(+5)°+(@y-3°=4, (@+2°+@y+1)°=1, (-7 +@y+2)°=09.

A harom kor kozéppontja A(—5;3), B(—2;—1), C(7; —2).
Mivel AB =5, BC' = /82, AC' = 13, azért a haromszdg keriilete: k = 18 + /82 ~ 27,06.
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b) Az dbrdan lathaté modon rajzoljuk meg az APC derékszogi haromszoget az ABC héromszoghtz. Az abra
jeloléseit és a rendelkezésiinkre all6 adatokat hasznélva:

tapc =tapc —tArRB —trRPQB —tBQc = —(— — —(/ — 13— — =
—30-6-3—45=165.
Vagyis az ABC' haromszog teriilete racionalis szam.

¢) A keresett pont az ABC haromszog koré irt korének a kozéppontja lesz. Ezt a pontot kapjuk példaul az AB és
az AC

7
oldalak felezémerslegeseinek metszéspontjaként. Az AB oldal felez6pontja: Fg( — 3 1), a felez6merGleges egy
normalvektora: r73>(3; —4). A felez6mersleges egyenlete: f3: 3xv — 4y = —14,5.
Az AC oldal felezpontja: F»(1; 5), a felez6merdleges egy normalvektora: n3(12; —5). A felezGmerGleges egyenlete:

fo: 122 — 5y = 9.,5.
221 135 221 135
A két egyenletbdl megkapjuk a keresett pont koordinéatait: x = —, y = R Tehat a (— ponttoél

mindharom kézéppont azonos tavolsagra van. 66 66~ 22

9. Egy felilrol nyitott négyzet alapu, 4 dm? felszind dobozt szeretnénk késziteni, amelynek a leheté legnagyobb
a térfogata. Adjuk meg a doboz maximdlis térfogatdnak pontos értékét. Mekkora a doboz éleinek hossza milliméter
pontossaggal? (16 pont)

Megoldas. Legyen a doboz alaplapjanak éle 2, a magassaga y hosszusagi. Ekkor a doboz felszine: A = 2% +4xy = 4,
térfogata: V = 2%y. A felszin adta osszefiiggesbol:

4 — g2
4z

1

Y

y:

Ezt beirva a V' képletébe lathato, hogy a doboz térfogata csak z-t6l fiigg, azaz:

3
Vizsgaljuk meg a V (z) fiiggvényt a maximumhelyek szempontjébol. Derivaljuk a fiiggvényt: V' (z) = 1— 1962' A derivalt

zérushelyei:
2 2

T =——, To = —.
BERVE NE
A negativ gyok a feladatban nem johet szoba, mert az x tavolsagot jelolt, igy a V(x) fliggvényt a pozitiv értékekre
lesztikitve vizsgaljuk.
Tudjuk, hogy egy fliggvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol a deriviltja nulla. Meg kell még allapitanunk, hogy az

22 helyen valoban van-e szélsGértéke a V' (z) fliggvénynek, és hogy az maximum-e. Vizsgalatunk részletei a kovetkezs
tablazatban lathatok:

2 2 2
x O<o<— rT=— | =<z
V3 V3 | V3
V'(x) + 0 —
V() VA maximum N
. 2 ) . .
Vagyis az = 7§ valéban maximumbhelye a fiiggvénynek.
Ennek ismeretében az y is meghatarozhato:
212
y*4_x2f4_(7§) _ 5 V3
= = 2 - T8 :
4z 4- 7 7 3



A maximalis térfogat pontos értéke dm3-ben:

Az eddigi szamitasainkban szerepld hosszusagokat deciméterben adtuk meg, ezért az x és y értékét két tizedes jegyre

V3

kell kerekiteniink, hogy milliméter pontossigot kapjunk. Vagyis: © = — =~ 1,15, y = =5 ~ 0,58, vegylik észre,

hogy x = 2y. Azaz a feladatban szereplé maximaélis térfogata doboz alap\{;pjénak éle milliméterre kerekitve 115 mm,
a magassaga pedig 58 mm.
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