A 2010. évi WILLIAM LOWELL PUTNAM verseny feladatai'

A1. Adott n pozitiv egészre melyik az a legnagyobb k, amelyre a 1,2, ..., n szdmokat el lehet helyezni k dobozban
ugy, hogy minden dobozban ugyanannyi legyen a szamok osszege? (n = 8 esetén a {1,2,3,6}, {4,8}, {5,7} példa
mutatja, hogy k legaldbb 3.)

A2. Hatarozzuk meg az Osszes olyan differencidlhaté f: R — R fliggvényt, amelyre minden z valés szdm és minden

n pozitiv egész esetén
flz+n) - f(z)

n

f'(x) =

A3. Tegyiik fel, hogy a h: R? — R fiiggvény parcialisan derivalhaté és a parcialis derivaltak folytonosak, tovabba,
hogy a fiiggvény valamely a, b konstansok esetén kielégiti a

oh oh

egyenletet. Bizonyitsuk be, hogy ha létezik olyan M konstans, amelyre minden (x,y) € R? esetén ’h(x, y)’ < M, akkor
h azonosan egyenld nullaval.

A4. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész, akkor 101010” 410" + 10" — 1 nem primszam.

A5. Tekintsiik a G halmaz és a * mivelet altal meghatarozott csoportot. Tegyiik fel, hogy

(1) G részhalmaza R®>-nek (de a * miivelet nem sziikségképpen kotédik a vektordsszeadashoz);

(1) Minden a,b € G esetén a x b = a x b vagy a x b = 0 (vagy mindketts), ahol x a szokésos R3-beli vektorialis
szorzas mivelete.

Bizonyitsuk be, hogy minden a,b € G esetén a x b = 0.

A6. Az f: [0,00) — R szigortian monoton csékkend folytonos fiiggvényre le f(x) = 0. Bizonyitsuk be, hogy
e — 1
[oser,
0 f(@)

divergens.

B1. Létezik-e olyan valos szamokbol allo ai,as,as, ... végtelen sorozat,
amelyre minden m pozitiv egész esetén
al*+ay +a5 +---=m?

B2. Az A, B és C pontok nincsenek egy egyenesen, koordinataik egész szamok, és az AB, AC' és BC' tavolsagaik
is egészek. Mennyi AB legkisebb lehetséges értéke?

B3. Van 2010 darab Bj, Bs, ..., Bag1o feliratt dobozunk, amelyekben 2010n szami golyé van szétosztva, ahol
n pozitiv egész. A golyokat lépések sorozatéval atrendezhetjiik a dobozok kozott. Minden lépésben valasztunk egy
i szamot, és a B; feliratt dobozbol pontosan i darab golydt athelyeziink valamelyik méasik dobozba. n mely értékeire
tudjuk a golyok eredeti elrendezésétdl fliggetleniil elérni, hogy mindegyik dobozban n darab goly6 legyen?

B4. Hatérozzuk meg az 6sszes olyan p(x), g(x) valds egyiitthatos polinompart, amelyre

p(x)g(x +1) = p(z + 1)g(x) = 1.

B5. Létezik-e olyan szigordan monoton névekvs f: R — R fiiggvény, amelyre f'(z) = f(f(z)) minden x esetén?

B6. Legyen n > 1, és legyenek az n X n-es A matrix elemei valos szamok. Az A" matrixot minden k pozitiv egészre
gy kapjuk, hogy a matrix minden elemét k-adik hatvanyra emeljiik. Bizonyitsuk be, hogy ha k =1,2,...,n+1 esetén
AF =AM akkor minden k > 1 esetén AF = AlF].

LA versenyrdl megjelent ismertetés lapunk 2005/2. szamaban olvashaté, a 71-72. oldalon. A verseny honlapja:
http://math.scu.edu/putnam/index.html, a megolddsok a http://www.unl.edu/amc/a-activities/a7-problems/putnamindex.shtml
honlapon talalhatok.



