Nyomozas a Spiral-csaladban

1. Bevezetés

Ezen cikk a spiralok viladgadban valé eligazodasban nyudjthat segitséget: megkisérli kitisztitani a néhol hallhaté és
olvashato fogalomzavarokat, a feliiletességbdl eredd homalyos, 6sszemosod, s6t hibas kijelentéseket.

Kalandra hivja az olvasét: rendszerezziik mind torténetileg, mind matematikailag a legfontosabb spiralokat, és —ha
kedviink van hozza — talaljunk ki magunk is hasonloét, vagy leljiink 6éromet megrajzolasukban, szerkesztésiikben. Végiil
— legmélyebben fekvs | szeletként” — fényt deritiink a cimben igért rokonsagra.

2. A kezdetek

A kozmosz leg6sibb megjelenitése (példaul a hinduizmusban vagy egyes indian térzseknél) kiilonb6z6 alakzatokkal
tortént (1. dbra).

1. dbra

Mindketténél a ,nem lathato” kozép a lényeget, a barmeddig tagithatosdg pedig a wvildgegyetem végtelenérzetét
jelképezi. Geometriailag azonban lényegesen kiilonboznek egymastol. Az 1. dbra jobboldali alakzata nem koncentrikus
korokbdl all, hanem spirdl: sikbeli folytonos gorbe.

Nemcsak szimboélumként, hanem a matematikai megkozelithetGség targyaként is vissza-visszatérnek az évszazadok
soran a spirdlok. Kr.e. 225-b6l valé Arkhimédész leirdsa arrol a fajta spirdlrol, amely azota is az 6 nevét viseli.

Mai terminologiat hasznélva az arkhimédészi spirdl egy polarkoordinatdkkal megadott egyenlettel meghatarozott
gorbe:

r=ap,
ahol r a kiindulé ponttol (origdtol) meért tavolsag; ¢ az elfordulés szoge (az z-tengely pozitiv felével bezart forgasszog);

a tetszOleges pozitiv allando, amely a spiral jellegét (stirtiségét) hatarozza meg.
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Pi(r1;9), Pa(r2;o +21), Po(rn;o+ (n—1)27), ..., ahol r; = alp + (i — 1)27]

Az Arkhimédész-féle spirdl dgai kozti tdvolsdg az a értékétdl figgd dllandd. (Minél kisebb az a # 0 értéke, annéal
stiribbek az agai.) Ugyanis:

Tn —Tno1 = afp + (n — 1)27] —afp + (n — 2)27] = 2an.
Szabadkézzel ugy rajzolhatjuk meg, hogy az els6 korben minél tobb értéket kiszamitva, kialakitjuk a kezdd for-

mét, majd az e, félegyenesekre a 2am kozelits értékének megfelel§ tavolsdgot P;-t6l kezdve felmérjiik. Az igy kapott
spirdlpontokat 0sszekdtjiik.



2. dbra

1 1 .
A 2. dbrdn a sziirkével rajzolt spiralnal a = 37 a feketénél a = 1 Igy az agak kozti tavolsag az alabbi, a rajzolast
segitd tablazat utolsd oszlopaban megjelend érték:
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Ezt a gorbét kozelits értékekkel felvett véges sok pont szabadkézi 6sszekdtésével rajzoltuk meg, igy — természetesen
— euklidészi szerkesztésr6l nem beszélhetiink.

3. Szerkessziink spiralt!

3.a. Spiralt pontosan is szerkeszthetiink. Szakaszokbol all a rekurziv-moédon megadott an. négyzetgyik-spirdl. In-
duljunk ki egy egyenld szaru derékszogl haromszoghdl (3. dbra): OAgA1 A, amelyben OAg = AgA; = 1 egység. Majd
illessziik hozza az OA; Ao derékszogi haromszoget, amelyben A1 Ay = 1 egység. Ez az eljards barmeddig folytathato.
Legyen OA; = a;, ekkor a? = a? | + 1.

Nevét onnan kapta, hogy igaz ra az a tulajdonsig, hogy a,_1 = v/n, azaz barmely természetes szam négyzetgyo-
kének megfelel6 hosszusagu szakaszt — elvileg — megszerkeszthetiink ezzel a modszerrel. A bizonyités teljes indukcidval
kénnyen elvégezhets: ag = 1 és a; = VI +1 = /2.

Tegyiik fel, hogy ax—2 = vk — 1. Ekkor

(ap—1)> = (ap_2)’+1=k—1+1=k, tehat ap_, =k

3.b. Szakaszok helyett korivekbdl is létrehozhatunk pontosan szerkeszthets spirdlt. Kiinduldsul véalasszunk egy
négyzetet vagy egy egyenl@szari (nem derékszogi) haromszoget és egy g > 1 valos szamot (4. dbra).



4.a. dbra. g =2
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4.b. dbra. ¢ = 1

4.c. dbra. q =



4.d. dbra. A haromszog szarszoge 60° és g = g
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4.e. dbra. A haromszdg szarszoge 108° és ¢ =

A 4. dbra mindegyik spiraljanal a korivek sugarai ¢ hanyadost mértani sorozatot alkotnak. Kitiintetett szerepd a
4.c. s az 4.e. jaranyspiral”, ahol a kérsugarak a, d, a + d, a + 2d, 2a + 3d, ... szabdly szerint kovetik egymast (an.
Fibonacci-sorozat, amelyben f,, = f,—2 + fn—1). Ez utobbi spirdlok — a mértani kozép tulajdonsag miatt — ,,gyorsan
tdgulo” formajuak.

3.c. "Gyorsan orvényld” spiralt rajzolhatunk, ha az Arkhimédész-féle T — 4lland6 szabalyt rp = allandéra valtoz-

tatjuk. Az r¢ = a polarkoordinétas egyenlettel megadott alakzatot — terrflészetesen — ismét csak kozelité modszerrel
vazolhatjuk fel (5. dbra, a = 1).

5. dbra



Az 5. dbrdn lathato spirdlnak nem lehet kezdGpontja, hiszen r # 0, és ¢ — 0o esetén megfelelé pontjai egyre
kozelebb keriilnek az origéhoz. Ez indokolja a hiperbolikus spirdl elnevezését.
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Hasonlo jellegii, de kettds spirdl rajzolhaté, ha r = % helyett az 12 = % egyenletbsl indulunk ki (6. dbra, a® = 1).

6. dbra

A csavarodo, majd kissé hajlottan elnyul6 forma emlékeztet a romai madarjosok goérbe botjara, a ,lituus’ra. Innen
kapta ez a fajta spiral a lituus nevet.

4. Fermat és Descartes

4.a. A 17. szazad elején élt Toulouse-ban egy jogasz, aki minden idejét és energiajat a matematikinak szentelte:
az Gjabb és ujabb kérdések izgalma és a gondolkodas élvezete hajtotta. Pierre Fermat jogtanacsos nem mozdult ki
varosabol, nem publikilta tételeit, feljegyzései és levelei maradtak fenn csak. Pascallal valoszintségi problémékrol,
Descartes-tal pedig az algebra és a geometria egyesitésével kapcsolatos gondolatairél — az analitikus geometriarol —
levelezett. Ezekbdl a levélvaltasokbol sziiletett meg a matematika két j fejezete. Fermat a ,legzsenilisabb amatér’-
ként él a matematika torténetében. Nevét, tobbek kozott, egy altala kidolgozott spiral is 6rzi.

A Fermat-féle spirdl az archimédészi-b6l képez 1j kettSs spiralt az r* = a®p egyenlettel (7. dbra, a = 1). Ezt a
spiralt az archimédészi-t6l eltéréen, nem azonos tévolsagl, hanem lassan sirisodd” agak alkotjak.

Tekintsiik ugyanis a 7. dbrdn lathato gorbének a

Pi(r1;9), Pa(rose+2m), ...,
Pi(ri; o+ (i —1)2m)

pontjait, ahol r; = av/ + (i — 1)27. Vizsgéljuk az Tifl hanyadost;:

r
Tit1 2] + 127 . 14 21
i \e+@E-1)27 o+ (i—1)21"
2 i . . ..
Mivel ¢ értékét névelve a 77T tort értéke egyre kisebb, azért lim Titt _ 1 (i = 00), ami éppen a stirtisédést
o+ (i—1)27 T;

jelenti.



4.b. Descartes — a levelezstars — is megalkotta a maga spiraljat. Az ¢ definicioja azonban alapvetden kilonbozik az
dsszes eddigitdl, ahol r, illetve r? és o kozott egyenes- vagy forditott aranyossag-jellegi kapcsolat all fenn. A Descartes-
féle spirdl egyenlete:

r=a-e" (a>0; k#0),

Inr =Ina+ ke,
11 T
=—In-.
L

E sorok indokoltta teszik a logaritmikus spirdl elnevezést (8. dbra).
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8. dbra
A szabadkézi rajzolast segit6 tablazat (a = 1; k =0, 3):
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Ha végignézziik az eddigi rajzokat, felttinik, hogy a 4. dbrdn lathato spirdlfajta — forméajat tekintve — kozeli rokon-
sagban allhat a logaritmikus spirallal. Izgalmas lehet fényt deriteni e rokoni szélakra, ezért érdemes szamba venni a
Descartes-féle spiral jellemzd tulajdonsagait.

1. A gorbe derivalt gorbéje sSnmagahoz hasonlo: (o) = ake®? = kr(y). (Az sem lehetetlen, hogy ez az Gsszefiiggés

ihlette Descartes-ot e spirdl megalkotasara.) 2. Az azonos szogelfordulasokhoz tartoz6 OP; = 11, OPy = 1o, ...
T
vezérsugarak mértani sorozatot alkotnak. E sorozat hanyadosa: e**%. Igazolasként tekintsiik az il hanyadost:
T
T+l aekWnJrl KA
= = e 4,07
Tn aeken
ahol 1, @, ... szamtani sorozatot képez, melynek differencidja Ap.

3. A gorbe barmely pontjaba huzott vezérsugar és érinté hajlasszoge allando. Ha ezt az allandé szoget a-val jeloljiik,

1
akkor tga = Z (9. dbra).
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9. dbra

A bizonyitashoz térjlink at derékszogi koordinatakra:

P(z;y) = P(r(y) cos p;7() singp).



Az érint6 meredeksége (ha van):
/

Y

mez—:

:L./

Az 1. tulajdonsag miatt

() sin ¢ 4 7(¢) cos ¢
' (p)cosp — r(p)sing’

_ ksinp +cosp

© kcosp —sing’

Az OP vezérsugéar meredeksége (ha van):

mop = — =

y sing

T  cosg

A két egyenes hajlasszogének () meghatarozasahoz hasznaljuk az ismert trigonometrikus Gsszefliggést:

sin ¢(k cos p—sin p) —cos p(k sin p+cos )
cos ¢ (k cos p—sin ¢)

cos ¢(k cos p—sin ¢)+sin p(k sin p+cos )
cos ¢ (k cos p—sin ¢)

Elvégezve a kijelolt miveleteket és a lehetséges egyszertsitéseket:

oo |t 1
k(sin? ¢ + cos? p) k

Megjegyzések: 1. Nincs értelmezve az érinté meredeksége, ha sinp = kcos¢. Ekkor a = 90° — ¢, azaz tga = ctgyp, és
valéban

2. A vezérsugar meredeksége akkor nincs értelmezve, ha cos ¢ = 0. Ekkor

:m:—k, és tga= ! :l.
—sing —tgB k
3. A 8. dbrdn lathato spiral esetén
tgoa = 1—??7 tehat o ~ 73°.

5. Fedezziik fel a rokonsagot!

Térjiink vissza arra a kérdésre, hogy:
Vajon milyen rokonsdg kiti dssze a 4. abra spirdljait a 8. abran ldthato logaritmikus spirdllal?

A 3. tulajdonsag kivetkezményekent belathato a kivetkezs allitas: 4. Az r = a - "% egyenlettel definialt gérbe nem

allhat korivdarabokbol.

A bizonyitashoz hasznaljuk a 10. dbra jeloléseit. Ha feltételezziik, hogy P; és P, azonos koriven van, akkor az eq,
eo érintkre allitott ny, ne merdlegesek N metszéspontja lenne a kor kdzéppontja. De a 3. tulajdonsag miatt a P és
a P az NO szakasz (90° — o) sz6gi latokorivének két pontja, mivel NP,O< = NP,O< = 90° — «. E latokor kozép-
pontja azonban az NO szakasz felez6merslegesén van, tehat nem lehet azonos az N ponttal. Az indirekt feltételezés
ellentmondésra vezetett, tehat az allitas igaz.
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10. dbra

Megjegyzendd még, hogy « # 90°, (hiszen akkor ctg o = 0 lenne, vagyis k¥ = 0 miatt a spiral elfajulna a sugara
korré), tehat az N és az O pont nem eshet egybe. 5. Ezek utan felvetddik a kizelithetdség kérdése. Megkozelithetk-e
a spirdl-darabok korivekkel? Ha igen, akkor hogyan? Elég jo-e a kozelités? Fiigg-e k-t0l? Ha igen, milyen moédon?

A tengelyeken 1évs Py, Ps és Ps spiralpontok (11. dbra) deréksz6gi haromszog cstcsai. Indoklas: OPy; OP, és OPs
meértani sorozatot alkotnak. (¢ = e > 1). Igy ag = \/a%q?, ami éppen a magassagtétel, tehat Py PyP3/\ derékszog.



11. dbra

Az 5. megallapitas kovetkezménye, hogy: 6. A P; Py és P, P3 atloju négyzetek Ny és No csicsa a Py Py P3<t szogfele-

z6jére esik. Ez a tény biztositja, hogy a 4.a, b, c¢. abra négyzetei k-tol fiiggetleniil réilleszthetSk a spiralra (11. dbra).
Osszehasonlitasunk legizgalmasabb allomasahoz érkeztiink.
Az Ny kézépponti, N1 Py sugari k kérhoz képest hol helyezkednek el a Py Py spirdliv pontjai? (A 11. dbrdt nézve
wszemléletiink” teljes egybeesést mutat.)
Tekintsiik az N1 Py Fy P, négyzetet:

Ezek szerint a k kor kézéppontja:

2 2
sugara:
a/1+ ¢?
V2
A kor egyenlete:
a(l —q) alg=1)Y _ a’1+¢°)
b (e S (o) -

Atalakitas utan:
2 +y° +alg—1)(x—y) = d’q.

Behelyettesitve a spiral-pontokat, amelyekre
z=a-e" cos é =a-e¥si
= p és y=a-e*¥singp,

azt kapjuk, hogy
a2e?ke 4 a%’“"(q —1)(cosp —sinyp) = a’q.

Elosztva az egyenletet a’-tel, majd atrendezve:

e2k<p

(1) (¢—1)(sing — cosp) = 2

eke

(ahol q= e%ﬂ) .

Ha belatnank, hogy (1) bal és jobb oldalan allé kifejezés ,majdnem” ugyanazokat az értékeket veszi fel a ¢ € {0; g}
esetben, akkor az azt jelentené, hogy a két vizsgalt spiral ,kozelitGen” megegyezik egymassal.

Mivel sin p —cosp = V2 sin (cp — g), azért célszerd bevezetni az a = p— g helyettesitést. Ekkor az (1) bal oldalan
allo fiiggvény:

fla) = \/5(6%7r - 1) sin «

az (1) jobb oldalan allo fiiggvény:

Sa<

ek(5+e) _ pk(5-0)
(-

= 2¢'% sinh (ka)

N
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S6t, az egyes k-értékekhez tartozéd konstans szorzékat csoportositva, legyen

kn
2 —1
h(er) = sinh (ka) és  j(a) =2 622 —— sina = V/2sinh (k%) sin a.

e 4




A h(a) és j(a) fiiggvények kozos tulajdonsagai: mindketts paratlan fliggvény és

m ™ ™ ™
15 5(5) = 4(5) 5 (5. i w050
1 i\y) = 1 i\—3 valamint  A2(0) = 5(0)
A két fiiggvény ellentétes konvexitési, hiszen sinh’(a)) = cosh () és sin’(a) = cos (a), és e két fiiggvény monotonitasa
a vizsgalt intervallumokban ellentétes. Igy a [—%; 0|-ban h(«) alulrél konkav, mig j(«) alulrél konvex, a [O; z}—ben

4
pedig éppen forditva.

Most mar felvazolhato a két fliggvény képe.

Jjla) V2 sinh (%ﬂ) sina 27 sina w2 ~1
e(a) 42 ginh (kT) 4 a 4 T
mivel ismeretes, hogy lim e 1.

a—0

e(a)  sinh (%) a  sinh (%’T) ka 1
h(a) — Tsinh(ka) A= sinh (k) T

inh
mivel x — 0 esetén lim M =
x
Ezzel beldttuk, hogy az r(¢) = a - e mddon definidlt logaritmikus spirdl kizelitheté negyed korivekkel, a és k
értékétal figgetlendl.

7. Konklazié

Manapség, a konyvesboltok polcain latvanyos, vonzé kiadvanyok keresnek rejtett, még fel nem fedezettnek vélt
Osszefiiggéseket titokzatos vilagunkban.

Lapozzuk fel egyiket-mésikat, és a misztikus kovetkeztetések alapjait képezd informéacio-stiritményt fogadjuk érts
hattértudassal.

Idézet Stephen Skinner: Szakrdlis geometria cimi kdnyvének 48. oldalardl: ,A logaritmikus vagy szdgazonos spiral
keletkezésének kulcsszdma a phi (az aranymetszési dllandd). A logaritmikus spiral olyan 6rvényls négyszogekbdl all,
amelyek — a kézépponttol kifelé haladva — a phi altal irdnyitott harmonikus rendben névekednek ... kezdSpontja van,
vége azonban nincs ...”

De mi

1
— tudjuk, hogy a ® = + aranymetszési dlland6 barmely mas ¢ > 1 valés szammal helyettesithets;

— tudjuk, hogy nem lehet kezdGpontja, mert az e*¢ értéke egyetlen ¢ esetén sem 0.

Hasonlé mondatokat talalunk a Vince Kiado6 altal 2009-ben megjelentetett A titkos kdd cimi konyvben (127. oldal):



A mellékelt szerkesztési utasitas lényegében megegyezik a cikk 4. dbrajanak rajzaival.
De mi

— tudjuk, hogy az igy kapott gérbe valéban csodas matematikai kozelités, de nem maga a logaritmikus spiral;
— tudjuk, hogy miért kapta a ,logaritmikus” jelz6t;
és

— tudjuk, hogy a logaritmikus spirdl szépségei, onmagdt sokszorozo végtelensége a ® killonleges ardnytdol fiiggetlendl
is elénk tarul.
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