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Gerdé6ces Laszlo
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I. rész

1. Egy vdsdros vattacukrot és f6tt kukoricdt drult a piacon. Egy vattacukron 40%, eqy fétt kukoricin pedig 25% a
haszna. Eqgy napon kétszer annyi vattacukrot adott el, mint fott kukoricdt, és igy 36%-os lett a haszna. Mdsnap viszont
kétszer annyi fott kukoricat adott el, mint vattacukrot. Hdny szdzalék haszna lett ezen a napon? (11 pont)

Megoldas. Legyen c egy vattacukor, k egy kukorica beszerzési és elGallitasi koltsége. Ha az els6 napon x db
kukoricat adott el az arus, akkor a feltételek szerint:

1,4 2cx+ 1,25 kx = (kx + 2cz) - 1,36.

Innen egyszertsités és rendezés utan kapjuk:
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—k.
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Ha maéasnap y db vattacukrot adott el, és e napon a beszerzési és elGallitasi koltség z-szerese lett a bevétele, akkor:

1,4-cy+ 1,25 2ky = (cy + 2ky) - 2.

CcC =

Ismét egyszertsités és Gsszevondas utan, felhasznalva az el6bb c és k kozott kapott Osszefiiggést:

_ ldey+25ky 14 -Fk+25k 14114258
 wy+2ky Yk+26 0 1142-8

~1,31.

Tehat a vasaros haszna masnap kb. 31% lett.

2. A BKYV megfigyelései alapjin az utasoknak kb. 8%-a bliccel, azaz érvényes jegy vagy bérlet nélkil utazik a
jaratokon.

a) Mekkora annak a valdszinidsége, hogy egy buszon, amelyen 24-en utaznak, a jegyellendr nem taldl blicceldt?

b) Hdny utas esetén lesz legaldbb 90% annak az esélye, hogy az ellendr taldl bliccelét a jdraton?

¢) Egy buszon 24 utas tartézkodott. Mekkora annak a valdszinidsége, hogy pontosan két blicceldt taldl az ellendr?
(12 pont)

Megoldas. a) Annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott utas bliccel 0,08, igy annak a valo-
szintisége, hogy az utasnak van érvényes menetjegye vagy bérlete 0,92%. Ezek szerint annak a valoszintisége, hogy a
24 utas mindegyikének van érvényes menetjegye vagy bérlete

0,92%* ~ 0,135.

(Ez meglehet6sen kicsi valoszintiség, igy 24 utas koziil mar elég nagy eséllyel (86,5%) talal bliccel6t az ellendr.)

b) Ha annak az esélye, hogy talal bliccel6t az ellendr legalabb 90%, akkor annak az esélye, hogy nem talal bliccelst
kisebb, mint 10%, azaz annak a val6szintisége, hogy nem talal bliccel6t kisebb, mint 0,1.

Mivel annak a valoszintsége, hogy n utas kozott nincs blicceld 0,92", igy a 0,92" < 0,1 egyenlGtlenséget kell
megoldanunk. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapt logaritmusat:

1g0,92" < 1g0,1, azaz n-1g0,92 <1g0,1.

Most elosztjuk az egyenlGtlenség mindkét oldalat lg0,92-dal, de vigyazzunk, mert lg0,92 negativ szam, igy az

egyenl6tlenség iranya megfordul:
lg0,1 -1

n > ~
120,92  —0,0362
Tehat 28 utas esetén mar legalabb 90%-o0s annak az esélye, hogy taladlunk bliccel6t a jaraton.
¢) Annak a valészintsége, hogy egy véletlenszerten ellenérzott utas bliccel 0,08, annak a valosziniisége, hogy nem

~ 27,6.

24 .
bliccel, 0,92. A 24 utas koziil a két bliccel6t (2 >—féleképpen valaszthatjuk ki. Igy — a binomidlis eloszlas szerint —

annak a valésziniisége, hogy a 24 utas kozott pontosan két bliccel§ van:

24
< 2) -0,082 - 0,92%? ~ 0,282.

Tehat kb. 28,2% az esélye annak, hogy 24 utas kozott pontosan két bliccelst talalunk.

3. Az ABCDA'B'C' D' négyzet alapi egyenes csonkagiila egyik hatdrold négyzetének oldala 24 cm (ldsd az &brat).
Tudjuk, hogy a BC'D hdromszdg szabdlyos, az A'TC' hdromszég pedig derékszogd, ahol T a 24 cm oldali négyzet
datloinak a metszéspontja. Mekkora a gula térfogata? (14 pont)



A 24 cm B

Megoldas. A csonkagula mésik hatarold négyzetének oldalat, valamint a testmagassagot kell kiszamitanunk (ab-
rankon ezeket b-vel, illetve m-mel jeloltiik).

A BDC' szabélyos haromszog oldalai az ABC D négyzet atlojaval egyenlsk: BD = DC' = BC' = 24+/2. E harom-
szog C'T magassaga:

C'T az A'TC' egyenls szart derékszogli haromszdg befogoival is egyenls. Ezek szerint az A'T'C’ haromszog A'C’

atfogoja:
A'C" =12V6V2 = 1212 = 24V/3.
Ebbél pedig az A'B'C' D’ négyzet b oldala:

23
b_W_INE'

A csonkagila m magassiga az A'T'C’ egyenl6 szara derékszogd haromszog atfogohoz tartozé magassaga, tehat:

A/ /
m=KT = 20 =12V3.
Most méar minden megvan ahhoz, hogy meghatarozzuk a csonkagula V' térfogatat:

~12v3
3

v (242 4+ 24-12v6 + (12v6)%) = 4v3 - (576 + 288V/6 + 864) ~ 14 864,1.

Vagyis a térfogat kb. 14 864,1 cm®.

Megjegyzés. A feladat szovegében az egyik hatarolé négyzet oldalhossza volt adott. Erdemes észrevenni, hogy a
csonkagtla ,fedénégyzetének” b oldala ennél nagyobb lett.

4. Pisti kilfoldi utja sordan megldtott eqy kirakatban egy igen kedvezd dri laptopot, melynek dra eurdban hdromjegyd
pozitiv egész szdm wvolt. Bement, hogy megudsdrolja, de débbenten tapasztalta, hogy a pénztdarndl 1 eurdval kevesebbet
szamldztak, mint a kirakatban ldtott dar kétszerese. Mikor reklamdlt, kiderilt, hogy a kirakatban az drcéduldan a szdmje-
gyeket véletlendl forditott sorrendben irtdk ki. Mennyibe kerilt a laptop? (14 pont)

Megoldas. Ha a kirakatban latott ar cba, azaz a valodi ar abe. A pénztarnal 2 - cba — 1 eur6t kértek Pistitél.
A feltételek szerint: L L
abc+1=2-cbha.

Az egyenlet jobb oldala paros, igy a bal oldalnak is parosnak, tehat c-nek paratlannak kell lennie. De ¢ < 5 kell,
hogy legyen, ugyanis ellenkez& esetben az egyenlet jobb oldalan mér négyjegyid szam szerepelne, de a bal oldal csak
haromjegyti (az abc = 999 eset nyilvan kizarhato). Ezek szerint ¢ = 1 vagy ¢ = 3.

Ha ¢ =1, akkor az egyenlet bal oldala 2-re végzddik. Ekkor a jobb oldalon a = 1 vagy a = 6 lehet. De a = 1 esetén
a bal oldal 200-n4l kisebb, mig a jobb oldal 200-nal nagyobb lenne, tehdt @ = 1 nem lehetséges. Ha a = 6, akkor a bal
oldal 600-nal nagyobb, mig a jobb pedig 400-nal kisebb lenne, igy ez is lehetetlen.

Ha ¢ = 3, akkor a bal oldali szam 4-re végzddik, igy a jobb oldalon a = 2, vagy a = 7. Ha a = 2, akkor a bal oldal
300-nal kisebb, mig a jobb oldal 600-nal nagyobb lenne, ami lehetetlen. Végiil, ha a = 7, akkor az egyenlet igy alakul:

Tb3+1=2-3b7, azaz 704+ 10b=614+20b, ahonnan b=29.

Tehat Pisti a kirakatban a 397-et latta, a valosagos ar pedig 793 euro.

II. rész



5. a) A valds szdmok halmazdin értelmezett f(x) = ax® + bx + ¢ figguényrdl tudjuk, hogy egyetlen zérushelye az
x = 1-ben van és f(2) = 2. Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ egyitthatdkat.

b) Legyenek a valds szamok halmazin értelmezett fiigguények g(x) = x® — 3z +2 és h(x) = 2z — a. Hatdrozzuk meg
az a valds paraméter értékét igy, hogy a g(h(x)) = h(g(x)) egyenletnek ne legyen valds megolddisa. (16 pont)

Megoldas. a) A feltételek alapjan az alabbi egyenletrendszert irhatjuk fel:

b? — dac =0,
a+b+c=0,
da +2b+c=2.

A maésodik egyenletbdl: ¢ = —a — b. Ezt az els6 és a harmadik egyenletbe helyettesitve kapjuk:

b2 + 4a? + 4ab = 0,
3a+b=2.|"

A miésodik egyenletbdl: b = 2 — 3a. Ezt az elsé egyenletbe helyettesitve kapjuk:
(2 —3a)® 4+ 4a® + 4a(2 — 3a) =0, ahonnan a® —4a+4=(a—2)° =0,

tehat a = 2. Ezt visszahelyettesitve: b = —4, ¢ = 2. A keresett egyiitthatok: a =2, b= —4, ¢ = 2.
b) Ha g(z) = 2* — 32 + 2 és h(z) = 2z — a, akkor

g(h(z)) =2z —a)* =32z —a)+2 és h(g(z)) =2(z® — 32 +2) —a.

Tehat 422 — 4ax + a® — 62 + 3a + 2 = 22% — 62 + 4 — a, azaz 22° — 4ax + a® + 4a — 2 = 0. Ennek az egyenletnek akkor
és csak akkor nincs valés gyoke, ha diszkriminadnsa negativ:

16a* — 8(a? +4a —2) <0, ahonnan a® —4a+2<0.

A masodfoku kifejezés zérushelyei: a1 o =2+ V2, igy az egyenl6tlenség megoldasa: 2 — V2 < a < 24 V2. Ezek lesznek
a feladatban keresett a valos paraméterek.

6. Egy arab épiiletet és annak egy tengelymetszetét latjuk az dbran.

A tengelymetszet ABCD téglalapjinak AD oldala 7 m, AB oldala pedig nagyobb, mint 14 m. Egy kis kor érinti az
AD és DC oldalakat, valamint kivilrdl érinti az AB oldalra emelt félkort. Eqy mdsik kis kor a DC' oldalt és a félkort
beliilrdl érintd korok legnagyobbika. Mekkora e kis kordk sugara, ha tudjuk, hogy e sugarak egyenldk? (16 pont)
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Megoldas. Legyen b a téglalap hosszabbik oldala, és legyenek K és O a keresett x sugari korok kdzéppontjai. Az
abra alapjan:

KFZ7+CL‘=§—CE.

Az OTF derékszogt haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan:

b 2 b 2
(3+2) = (3-2) +o-2?
Az el6z6 egyenletet is felhasznélva azt kapjuk, hogy
(743z)° = (7T+2)° + (7—=x)°, ahonnan 7z? + 42z — 49 = 0.

Az egyenlet egyetlen pozitiv gyoke = = 1, tehat a kis korok sugara 1 m.

7. Egymds mellé rajzoltunk n db négyzetet. Az egyes négyzetek oldalai sorban 1,2,3, ..., n (ldisd az abrét).
Van-e olyan négyzet, melynek teriletét az AP szakasz felezi? (16 pont)



A Q T B

Megoldas. Ha egy egyenes felezi egy négyzet teriiletét, akkor at kell haladnia a négyzet kézéppontjan. Ha az AP
egyenes a k-adik négyzet teriiletét felezi, akkor a KT A és PBA nyilvanval6an hasonlé haromszogekre:

AT 4B
TK BP’
Az egyenlGségben szerepls egyes szakaszok:
ko k(k—=1) k k?
AT =14243+.. . +k-1)+ - =——+ - = —
+24+3+...4+( )+2 5 +2 5
TK:E7
2
1
AB=1+2+3+...+n=%,
BP =n.
Ezek szerint: , -
k n(n
3 —5 1
%Z#, azaz k:n—2|— .

Ez akkor lesz egész szam, ha n paratlan. Tehat csak akkor lesz olyan négyzet, melynek a teriiletét az AP szakasz felezi,

n+1
ha a négyzetek szama paratlan, és ekkor a k = * -edik négyzet teriiletét felezi a kérdéses egyenes.

8. Egy dsszecsukhato sdtor vdzdt ldtjuk az abran.

A két 2 m magas figgdleges rid kozéott az A, B és C pontokban taldlhaté csuklok mentén dllithaté a sdtor ke-
resztmetszetének vdza oly mddon, hogy a két fiiggdleges rudat kozelitjik egymdshoz. A rudak 2 m hossziak. A sdtor
haszndloi tapasztalatbol tudjak, hogy a két figgdleges rudat eqymdshoz kizelitve, a sdtor légtere egy darabig novekszik,
aztdn ujra csokken.

a) Szamitsuk ki o = 20° esetén a sdtor keresztmetszetének teriletét.

b) Mekkora « szdg esetén lesz a sdtor légtere maximdlis? (16 pont)

A 2m B 2m C
2

2m m 2

Megoldas. a) A ferde tetGknek a vizszintessel bezart szoge legyen .
A keresztmetszet teriilete ekkor egy téglalap és egy egyenl szari haromszog teriiletének Osszegével egyenls. A tég-
lalap egyik oldala 2, a masik oldala 2z, ahol z = 2 cos a. Tehat a téglalap teriilete:

Tieglalap = 2+ 20 =4 - 2cosa = 8cos a.
Az ABC egyenl$ szart haromszog alapja és y magassiga:
AC =2x =4cosa, y=2sina.

Igy az ABC haromszog teriilete:

Y . .
Tape = N =xy =2cosa-2sina =4cosa - sina.



Ezek szerint a keresztmetszet teriilete o fliggvényében:
T(a) =8cosa+4cosasina, ahol 0<a<90°.

Vagyis T(20°) ~ 8,803 m?.
b) A tapasztalatok alapjan tudjuk, hogy a keresztmetszet teriiletének egy bizonyos a-nal maximuma van, vagyis
tudjuk, hogy valamely « esetén a T'(«) fiiggvény derivéltja 0-val egyenls. Ezt az o értéket kell meghataroznunk.

T'(a) = 8(—sina) + 4(cosasina)’ = 8(—sina) + 4( — sin® a + cos® a) =
= —8sina+4( —sin’ a+ 1 —sin® o) = —8sin” o — 8sinar + 4 = 0,

azaz:
2sin® o + 2sine — 1 = 0.
A sin a-ra kapott masodfoku egyenlet megoldasa:

_ —2+4+8 -2+2V3 -1+3
- 4 42

(sina), 4
A negativ gyok nyilvan nem johet szamitasba, hiszen o hegyesszog, igy:

V3-1
2

sina = ~ 0,366, ahonnan o = 21,47°.

Vagyis kb. 21,47° esetén lesz a sator légtere a lehets legnagyobb.

9. Legyenek a és b 1-nél nagyobb valos szamok. Egy téglatest élei log, b, log, a és log, ab. Bizonyitsuk be, hogy a
téglatest felszinének mérészdma a térfogat mérdszamdanak t6bb mint 4-szerese. (16 pont)

Megoldas. A téglatest térfogata: V =log, b -log;, a - log, ab. Mivel log, b-log, a =1, igy V =log, ab =1+ log,, b.
A téglatest felszine:
A=2-log, b log,a+log,b-log, ab+ log,a-log, ab.

Ez tovabb alakitva:
A=2-[1+]log, ab(log, b+log,a)] =2 [1+V - (log, b+ log, a)].

Osszuk el a kapott egyenlet mindkét oldalat V-vel:

A 1
v =2 V—i—logab—i—logba .

A zarojelen beliil a masodik és a harmadik tag egy pozitiv szamnak és reciprokidnak 6sszege. Errdl ismert, hogy értéke

1
legalabb 2. Ehhez a pozitiv V_t hozzaadva nyilvan:

1 A
V+10gab+10gba>2, igy V>4’ azaz, A > 4V.

Tehat a felszin mérdszama valoban nagyobb a térfogat mérdszaméanak négyszeresénél.



