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1. feladat. Adott n lezdrt bérind és n kulcs gy, hogy a bérondok mindegyikét pontosan egy kulcs nyitja és mind-
eqyik kulcs pontosan egy bérondot nyit. Célunk az, hogy az dsszes borondrdl megdllapitsuk, melyik kulcs nyitja. Egy
probalkozds abbol dll, hogy valamelyik kulccsal megprobalunk kinyitni egy bérondot. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb p(n)
szdmot, amelyhez létezik olyan eljdrds, hogy azt végrehagtva legfeljebb p(n) probdlkozds utdn bizonyosan ismerni fogjuk
az n 0sszetartozo borond—kulcs pdrt.

n

Megoldas. Megmutatjuk, hogy n > 1 esetén p(n) = (2

). Az alabbi eljaras legfeljebb (g) probéalkozasbol oldja

meg a feladatot, azaz p(n) < (g) Legyenek a kulcsok ki, ko, ..., ky, és jelolje b; azt a béronddt, amit k; nyit. Célunk

a b; megtaldlasa minden i-re. A k; kulcsot probaljuk bele az elsé néhany bérondbe, amig ki nem deriil, melyik a b;.
Ehhez legfeljebb n — 1 probalkozés kell, mert amint mar (n — 1)-szer sikerteleniil probalkoztunk, azonnal tudjuk, hogy
k1 bizonyosan az utolsd, ki nem probalt béronddt nyitja. A ko kulcesal is tegyiik ugyanezt, azzal a megszoritassal, hogy
a by béronddel semmiképp se probélkozzunk. Hasonlo okbdl legfeljebb n — 2 prébalkozast végziink addig, amig meg
nem talaljuk bo-t. Altalaban, a by, ba, ..., b;_1 bérondok megtalalasa utan a b;-t keressiik meg ugy, hogy a k; kulcsot
sorra beleprobéljuk a lehetséges n — (i — 1) = n — i + 1 bérondbe. Vilagos, hogy legfeljebb n — i probalkozas utan

megtalaljuk b;-t. Osszességében tehat nem tobb, mint Z(n —i) = (Z) probalkozést végziink.
i=1

Megmutatjuk méasrészt, hogy p(n) > (g),
nyosak afelsl, hogy mindig megtaldljuk az Gsszetartozé bérond-kules parokat. Tegyiik fel, hogy egy olyan moédszer
szerint probaljuk a kulcsokat a b6rondokhoz, amely beazonositja az Osszetartoz6é bérond-kulcs parokat, masrészt az
ehhez felhasznélt probalkozasszamok lehetséges legnagyobbika is a lehetd legkisebb. Vilagos, hogy ezen stratégia szerint
eljarva sosem fogunk belepréobalni egy kulcsot egy bérondbe akkor, ha mar a préba elétt bizonyosak lehetiink afel6l,
hogy az adott kulcs nyitja a széban forgd bérondot. Ez azt jelenti, hogy fel kell arra késziilniink, hogy csupa sikertelen
probalkozés alapjan kell megbizonyosodnunk az Gsszes Osszetartozo (b;, k;) bérond-kules parrol.

Ha ez megtortént, és valamely 1 < ¢ < j < n esetén nem probéltuk bele sem a k; kulcsot a b; béréndbe, sem a
k; kulcsot a b; bérondbe, akkor az elvégzett probalkozasaink alapjan nem zarhatjuk ki azt a lehetdséget, hogy a k;
kules a b; b6rénddt, a k; kules pedig a b; bérondoét nyitja, mig a tobbi kulcs ahhoz a béréndhéz tartozik, amelyikhez
eddig gondoltuk. Ez pedig azt jelentené, hogy mégsem tudjuk bizonyosan Osszeparositani a kulcsokat és bérondoket.
Tehat tetszoleges 1 < ¢ < j < n esetén a k; — b; és a k; — b; probak valamelyikét el kell végezniink. Mivel kiilonb6z6
(i, 7) parokhoz ezen probak kiilonboznek, legalabb annyi probéalkozasra van sziikség, ahanyféleképpen kiilonboz6 i-t és

azaz (;) -nél kevesebb probalkozast megengedve nem lehetiink bizo-

j-t tudunk valasztani, vagyis legalabb (Z) -re. Ezzel megmutattuk, hogy p(n) > (g), és ezt Osszevetve a korabban
igazolt p(n) < (Z) egyenl6tlenséggel éppen a bizonyitani kivant p(n) = Z allitas adodik. O

Megjegyzések. 1. A fenti bizonyitas kulcslépése az als6 becslés bizonyitasa, azon beliil is az ,ellenség modszer” alkalmazasa,
amikor is azt indokoljuk, hogy csupa negativ proba utan is 6ssze kell tudnunk parositani a kulcsokat a bérondskkel.

2. Ez az als6 becslés grafelméleti nyelven is elmondhat6. Tekintsiik azt a G grafot, amelynek csicsai a bérondok és a
kulcsok, él pedig az Osszetartozo parok kozott fut. Vilagos, hogy minden egyes probalkozas egy-egy lehetséges bérond-kules él
G-beliségének ,lekérdezését” jelenti, célunk pedig a G graf meghatarozéasa. Az ellenség-modszert (adversary method) hasznalo
érv azt indokolja, hogy akkor is meg kell tudnunk hatarozni G-t, ha minden értelmes lekérdezéskor az deriil ki, hogy az adott él
nincs G-ben. A fent kozolt bizonyitas gy is elmondhat6, hogy ha G-t sikeriilt igy meghataroznunk, akkor tetszéleges i # j-re
le kellett kérdezniink a k;b; és k;b; élek koziil legalabb az egyiket.

Mashogyan is igazolhatjuk az als6 becslést. Ha a lekérdezések negativ eredményei egyértelmiien meghatarozzak G-t, akkor a
le nem kérdezett k —b élek nem alkothatnak alternéalo kort a G graf éleivel. Ekkor ugyanis nem lenne az kizarhato, hogy e kérnek
a G-n kiviili élei mentén tartoznak Gssze a kulcsok és borondok. (A fenti bizonyitasban 4 hosszi alternalo korrel dolgoztunk.)
Innen kénnyen igazolhatd, hogy valamelyik bérond vagy kulcs legalabb n — 1 probalkozasban szerepelt. Feltehets, hogy ez a
kn vagy b, valamelyike. Ugyanilyen megfontolassal lathato, hogy a b1, b2, ...bnr—1 b6rondok, illetve a k1, ko, . .., kn—1 kulcsok
valamelyike (mondjuk az n — 1 indext) legalabb n — 2 olyan probalkozasban szerepelt, amelyben nem szerepelt sem b,, sem
kn. A gondolatmenetet folytatva meg lehet mutatni, hogy az Gsszetartozé b;k; bérond—kulces parokat el tudjuk latni indexszel
agy, hogy minden 1 < ¢ < n esetén a b; vagy a k; legalabb 7 — 1 olyan probélkozasban vett részt, amelyben b;y1,...,b, és
kit1, ..., kn egyikét sem hasznaltuk.

3. Tobben probalkoztak a fentihez hasonlo érveléssel. Volt, aki elkovette azt a hibat, hogy a le nem kérdezett élek grafjanak
kormentességét probalta igazolni. Sajnos ez altalaban nem igaz. Valojaban ez a graf a GG éleivel alternalé kort nem tartalmazhat.
Szerencsére, ahogy azt az el6z6 megjegyzésbeli bizonyitas vazlat mutatja, mar ez is elég az alsé becsléshez.



2. feladat. Az ABC hdromszog AB oldaldnak belsejében adottak a Cy és Co pontok, a BC oldal belsejében az Ay és
Ay pontok, végil a C A oldal belsejében a By és By pontok gy, hogy AC1 < ACy, BA; < BAy és CBy < CBs teljestil.
Az AB1Cy és AByCy korok A-tdl kiilonbozé metszéspontjdat jelolje A*, a BC1 A1 és BCyAs korok B-tél kilonbézd
metszéspontja legyen B*, végil a C A1 By és C Ay By kirok C-tél kiillonbozd metszéspontjat nevezzik C*-nak. Mutassuk
meg, hogy az AA*, BB* és CC™ egyenesek egy ponton mennek dt.

Megoldas. A j6l ismert Ceva-tétel trigonometrikus alakjat fogjuk hasznalni, amely szerint az AA*, BB* és CC*
egyenesek pontosan akkor mennek at egy ponton, ha

sin BAA*< sin ACC*<q sinCBB*<1
sin CAA*< sin BOC*< sin ABB*<

1.

Az els6 tort kiszamitasdhoz figyeljiik meg, hogy AByA*Co hurnégyszog, ezért AC;A*< = A*ByB1<; tovabba
AB1A*<q1 = A*C1Cs<, hiszen AByA*C} is hurnégyszog.

A megfelels szogek egyenlGsége miatt tehat A*C1CyA ~ A* By Bo/\, igy a megfelels oldalak aranya megegyezik a
hozzajuk tartozé magassagok aranyaval, vagyis

|B1Bs| _ |A™Ts|
|C1Cy| AT

ahol rendre Tz, illetve T¢ jeloli az A*-bol az AB, illetve AC egyenesekre bocsatott merdlegesek talppontjait. Tudjuk
még, hogy

A*T A*T,
| ] illetve sinCAA*< = | |

smBAA<I=|AA*|7 = Taar

ezért
sin BAA*< - |A*Ts| B | B1 Bs|

sinCAA*<  |A*To|  |CiCa

Hasonl6an lathato be, hogy

sin ACC*<q |41 A
sin BCC*<  |B1Ba|’

sin CBB*« . |Clcz|

illet - .
B SnABBr« T A

A Ceva-tételben szerepld szorzatra tehat

sin BAA*< sin ACC*<« sinCBB*< . |Ble| |A1A2| |Clcz|

. . = . =1
SinOAA*Q sin BOC*<« SiDABB*<I |0102| |B1B2| |A1A2|
adodik, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. [
3. feladat. Mely n és k pozitiv egész szdmokra léteznek a1, az, ..., an,b1,ba,..., by egész szamok gy, hogy az a;b;

szorzatok (1 < i <n, 1< j<k) pdronként kilonbozé maradékot adnak nk-val osztva?

Megoldas. Azt allitjuk, hogy pontosan akkor léteznek a kivant a; és b; szamok, ha n és k relativ primek. Ehhez
els6ként igazoljuk, hogy az allitas elégséges. Tegyiik fel tehat, hogy (n,k) = 1. Legyen 1 <i < n és 1 < j < k esetén
a; = itk + 1, illetve b; = jn + 1. Az a;b; = ijnk + ik + jn + 1 szdm n-nel osztva ik + 1, k-val osztva pedig jn + 1
maradékot ad. Az n és k relativ prim volta miatt 1 < i < n esetén az ik + 1 szamok paronként kiilonb6z6 maradékot
adnak n-nel osztva, 1 < j < k esetén pedig a jn + 1 szdmok paronként kiilonb6z6 maradékot adnak k-val osztva. Ha
ugyanis mondjuk ik + 1 és i’k + 1 ugyanazt a maradékot adjak n-nel osztva, akkor n | ik +1 — (i'k + 1) = (i — ")k,
ahonnan n | (i — ') kdvetkezik, hiszen n-nek és k-nak nincs kozos primosztoja. Ez utobbi oszthatosdg és 1 < i,i' <n
miatt i = i’



Azt kaptuk tehat, hogy barhogyan is vesziink két kiilonb6z6 a;b; szorzatot, azok n-nel vagy k-val osztva kiilonbozs
maradékot adnak. Nem lehetséges tehat, hogy két kiilonboz6 szorzat nk-val osztva azonos maradékot adjon, nekiink
pedig éppen erre van sziikségiink.

A sziikségesség bizonyitasdhoz azt tessziik fel, hogy az a; és b; szdmok rendelkeznek a feladatban leirt tulajdon-
saggal. Ez azt is jelenti, hogy valamelyik, mondjuk a;b; szorzat nk-val osztva 0 maradékot ad, azaz nk | a1b;. Legyen
a = (ay,nk) és b = (b1, nk). Vilagos, hogy nk | ab, ezért nk < ab.

Figyeljik meg, hogy a k db a1b; szorzat mindegyike oszthat6 a-val. Marpedig az nk szerinti osztasi maradékok

k k
kozott pontosan ne olyan van, amely a-val oszthat6. Ez azt jelenti, hogy k < n—, azaz a < n. Hasonlé gondolatmenet
a 7}
igazolja a b < k becslést. Ezek szerint ab < nk, amit a korabbi nk < ab megfigyeléssel Gsszevetve azt kapjuk, hogy
ab = nk. Ez utobbi pedig csak tgy lehetséges, ha a =n és b= k.
k
Jelolje d az n és k legnagyobb kozos osztojat. Ekkor n és k legkisebb k6z6s tobbszorose M = n—. Szamoljuk meg,
hény olyan osztasi maradék van nk szerint, amely n-nel vagy k-val oszthaté. Vilagos, hogy k maradék oszthato n-nel
és n maradék k-val, &m azokat a maradékokat, amelyek n-nel és k-val is oszthatok, kétszer szamoltuk meg. Ezek éppen
k
az M-mel oszthaté maradékok, szamuk tehéat nr_ d. Ezért pontosan n + k — d olyan nk szerinti maradék van, amely

n-nel vagy k-val oszthat6. Azonban n | a1 és k | by miatt az aq1b;, illetve a;b; szorzatok oszthatok n-nel, illetve k-val.
Az ilyen szorzatok szama pedig n+k —1,ezért n+k—1<n-+k—d, azaz 1 > d = (n, k). Ezek szerint n és k valoban
relativ primek, ezzel pedig a feltétel sziikségességét is igazoltuk. [

Megjegyzés. A sziikségességet igazold gondolatmenet Dankovics Attila megoldasabol szarmazik.



