Megoldasvazlatok a 2010/8. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

Gyan6 Eva
Budapest

I. rész

1. a) Allitsuk névekvd sorrendbe a kivetkezd szimokat:

log, logs logs 125

)

- gin
A= (20115‘“ 1 )
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81 81
B = (simT7T +COST7T> ;

C = 10g13_m (13 + V 168)

b) Igazoljuk, hogy az aldbbi kifejezés értéke egész szdam:

{‘/2—27~\3/2—5+9-x/3252+\3/2—5.

(12 pont)
Megoldas. a)
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C=1lo 13+ V168) =lo (*) =
815 ves ( ) 813-VI68 \ 13 _ /168

= log,,_ ez (13— V168) ™ = 1.

Vagyis: C < A < B.
b) A kobgyok alatti kifejezés els6 tagjat kettébontva adodik:

om0 VB 40 V257 — 254 V35 = /(3 V)’ + VT =3 V3 + V3B =3,

2. Egy hajo a folyon egyenletes sebességgel a vizfolyds irdnydban haladva egy bizonyos utat 5 ora alatt, ugyanezt
az utat a vizfolydssal szemben haladva 5 ora 24 perc alatt teszi meg. Mennyi idd alatt teszi meg ezt az utat egy tutay,
amely a viz sebességével halad? (12 pont)

Megoldas. Legyen a hajo érankénti sebessége allovizben v, a viz sebessége v1. Ekkor a hajoé sebessége a vizfolyas
irAnyaban v + vy, a vizfolyassal szemben v — v1. Ekkor a megtett at: 5(v + v1) = 5,4(v — v1), ebb6l v = 26 v;. Azaz:
5(26 U1 + 'Ul) =1351;.

A kérdésben szerepls utat a tutaj vy sebességgel haladva 135 6ra alatt teszi meg.

3. Egy derékszogi hdromszdg befogoinak hossza 28 és 45. Mennyi a beirhatd és a kioré irhatd kérok kozéppontjainak
tdvolsaga? (13 pont)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit. A két befogd ismeretében a Pitagorasz-tétel segitségével meghatarozzuk
az atfogo hosszat: ¢ = 282 + 452 = 2809, azaz ¢ = 53. Mivel a derékszogii haromszog koré irhato korének kozéppontja
az atfogd F' felezGpontja, igy a kor sugara: R = 26,5. A beirhato kor sugara a kiils6 pontbdl huzott érintGszakaszok
egyenlGségével meghatarozhato.
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Tudjuk, hogy: BT = BE =a —1r, AT = AD =b—r. Ezek alapjan: c= AB= BT+ AT =a—r +b—r, azaz:
a+b—c 28+45-53

2 2 B
Mivel KT = r és B = BE =a—r = 28 —10 = 18, igy TF = BF — BT = 26,5 — 18 = 8,5. Alkalmazva a
Pitagorasz-tételt a KTF derékszogl haromszogre: K F? = 10% + 8,5% = 172,25, azaz KF ~ 13,12.

A keresett tavolsag kb. 13,12.

4. Az f(x) = 2> +ax +b(a #0;b#0;a #b; a € R; b € R) fiigguényrdl tudjuk, hogy az (a + b) helyen felvett
helyettesitési értéke (a — 4b), az (a — b) helyen pedig (a — 7b).

Adjuk meg az f(x) hozzdrendelési szabdlydt. (14 pont)

Megoldas. f(a + b) = a — 4b, azaz

10.

a—4b=(a+b)° +a(a+b) +b,
a—4b=a® +2ab + b* + a® + ab + b.
fla—1b) =a—7b, azaz a — Tb = (a — b)* + a(a — b) + b.

a—Th=a%—2ab+b>+a®>—ab+b.

1
A (2)-bol elvessziik (3)-at: 3b = 6ab. Mivel b # 0, azért a = 7
Ezt visszahelyettesitve az (1)-be, kapjuk, hogy

1 1 2 1/
— _4b=(=4+b “(=+p)+0b
. (2+>+2(2+>+,

13 13
amibsl a 0 = b (b + 7) egyenlet adodik. Mivel b # 0, azért b = -
A keresett fiiggvény hozzarendelési szabélya:
1 13
— 2y . 2
flz)=2"+ 5T~ 5 -
II. rész

5. Egy r sugari gomb koré egyenld oldali kupot irunk, a gémb kézéppontjan dt a kip alapjaval pdrhuzamos sikot
fektetink. (Az egyenld oldali kip dtmérdjének hossza egyenld az alkoté hosszdval.) Vegyiik ki a keletkezett csonkakipbol
a benne elhelyezkedd félgombat.

Szdmitsuk ki az igy visszamarado test felszinét és térfogatdt. (16 pont)

Megoldas. A kérdéses test felszine az dbrdn lathato részekbdl all.

30 60°




Az alapkor teriilete:
A csonkakup palast felszine:
A korgytird teriilete:

ts = (r% - r2)7r.

A félgémb felszine:
t4 = 27‘27T.

A teriileteket az ismert r sugarral kell megadni, ezért R, a és r1 értékét kifejezziik r segitségével:

R=r-ctg30° =rV3,

r 2 2rv/3

e T 3
2rv3 1 1 2rv/3
=R —acos60° =rV3 — 74\/_-—: V3f1-2) = r\/_'
3 2 3 3
1072 2 .
Ezek alapjan: t; = 3rm; ty = r 7T; t3 = %; ty = 2r°7. Igy a felszin:
26727
A=t +to+1t3+1,= 3

A térfogat a csonkakip térfogatanak és a beldle kivett félgdmb térfogatanak kiilonbségével egyenls:

rT 23
V=—(R’+R 2) —
3 ( + Rryp + 7“1) 3
13r3
Az R és ry értékét r-rel kifejezve: V = ; ﬂ-.
6. Milyen o értékek mellett lesz az aldbbi harom kifejezés (ebben a sorrendben) egy szdmtani sorozat eqgymdst kévetd
eleme: lgsin 2a; lg sin 4a; 1g cos 2ac? (16 pont)

Megoldas. A logaritmusok miatt teljesiilni kell a kovetkezd kikotéseknek:

sin2a > 0, ekkor: 2k < 2a < W+ 2k, vagyis: kim<a< il + ki, k1 € Z;
sinda > 0, ekkor: 2kom < 4o < 7 + 2kam, vagyis: ko - g <a< % + ko - g,
kz S Z;
T T . T T
cos2a >0, ekkor: —3 + 2ksm < 200 < 5 + 2ksm, vagyis: v +hkam<a< 1 + k3,
ks € Z.

A héarom eset egyiitt: ki < a < % +km, k€Z.
A szamtani sorozat miatt: 1gsin 4o — lgsin 2a = 1g cos 2a. — 1g sin 4a. Alkalmazzuk a logaritmus azonossagait:

sin 4a cos 2« . 2 sin 2acos 2a cos 2w
- =lg — vagyis: - = — .
sin 2« sinda’ & sin 2« 2sin 2a cos 2«

Elvégezve az egyszertsitéseket és a megfelelg miiveleteket:

1 1
2sin2a.cos 2a = 3 azaz sinda = 5

I. 4a= il + 2k4m, ahonnan oy = i + ky - g, ks € Z;

2
II. 4a= % + 2ksm, ahonnan ag = 2—Z + ks - g, ks € Z.
A megoldas (figyelembe véve a kikotéseket is):
a1:1+k’~ﬂ', kK €z, 042:5—7T+k3”'71', k' e Z.
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7. Az f(x) = 32 + b fiigguény grafikonjinak az x = 2 helyhez tartozd érintdje dthalad az origon.
a) Hol metszi ez az érintd a parabola vezéregyenesét?
b) Szdmitsuk ki a fiigguénygorbe, az érintd, és az y tengely dltal kozbezdrt terilet nagysdgdt. (16 pont)

Megoldas. a) Az érint6 athalad a P(2; f(2)) ponton. Mivel f(2) = 3 -4 + b, igy P(2;b + 12). Tudjuk, hogy
f'(x) = 6z, ezért az érint6 meredeksége: f'(2) = 12. Ezek alapjén az érint6 egyenlete: 12(x — 2) = y — b — 12, ami
y = 12x + b — 12 alakban is irhato.

20+

10+

A feltétel szerint ez atmegy az origon, igy b— 12 = 0, vagyis b = 12. Igy f(z) = 322 +12, a kérdéses érint6 egyenlete
pedig: y = 12z.

1
A parabola paramétere: p = 5’ a parabola vezéregyenesének egyenlete:

1 143
=12—- —=—.
Y 12 12
. e . i 143 143 .
Vagyis az érint6 a parabola vezéregyenesét a T 12 pontban metszi.
2 2 2
b) T:/(3x2+12)d:c—/ 12:Ed:b=/ (322 — 122 4+ 12) dzx =
0 0 0
3 12 2 2
_{3-%— i —|—12x] —(8—24+24)—0=S8.
0

1
8. A tojasokat 15 db-os dobozokban druljik. Minden tojds 5 valdszinidséggel sérilt.

a) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy egy doboz csak ép tojdsokat tartalmaz?

b) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy egy doboz kettd vagy tébb torétt tojdst tartalmaz?

c) A boltban tizen vesznek egy-eqy doboz tojist. Mekkora a valdszinisége annak, hogy kiozilik ketten visznek haza
csupa €p tojdst tartalmazd dobozt? (16 pont)

14\ 1
Megoldas. a) P(0 db torott) = (ﬁ) ~ 0,355. Vagyis kb. 35,5% a valoszintisége annak, hogy egy doboz csak

ép tojasokat tartalmaz.
b) Mar tudjuk, hogy P(0 db t6rott) & 0,355. Kiszamitjuk annak a valoszintiségét is, hogy egy doboz pontosan 1 db
torott tojast tartalmaz:
P(1 db torott) = 15 L 14) " ~ 0,381
(1 db tordtt) = '15'<15) et
Ezek alapjan: P(kett6 vagy tobb torott) = 1 — 0,355 — 0,381 = 0,264, azaz 26,4%. Vagyis kb. 26,4% a valosziniisége
annak, hogy egy doboz ketts vagy tobb tordtt tojast tartalmaz.
¢) Ha nincs a dobozban torott tojas, annak a valészintsége: 0,355, ha van benne torott, annak a valdszintsége:
0,645. Tehat:

10
P= (2> -0,3552 - 0,645° ~ 0,170,

azaz kb. 17%. Vagyis kb. 17% a val6szintisége annak, hogy tiz vasarlo kozott kettS olyan lesz, akik csupa ép tojast
tartalmaz6 dobozt vasaroltak.



9. Oldjuk meg az egész szamok halmazdn a kévetkezd egyenletet:

22+ y? 1
r+y o
(16 pont)
Megoldas. A tort nevezGje miatt: z + y # 0. Az abszolat értéket felbontva két esetet kell vizsgélnunk:
2 2
1. eset: Tty =1
Tty

Az egyenletet rendezve az 2 — z + (y*> — y) = 0, 2-re masodfokt egyenlet adodik. Akkor van valos gyok, ha
D =1+ 4y — 4y > 0. Ez akkor teljesiil, ha

1_2*/§§y§1+2‘/§.

Mivel y egész szam, igy y = 0 vagy y = 1 lehet.
Ha y = 0, akkor z = 1 vagy « = 0 lehet.
Ha y =1, akkor z = 1 vagy « = 0 lehet.
242
1I. eset: =-—1.
Tty
Az egyenletet rendezve az 2% + x + (y2 + y) = 0, z-re masodfoku egyenletet kapjuk. Akkor van valos gyoke, ha
D =1—4y — 4y > 0. Ez akkor teljesiil, ha

-1-+2 —1+vV2

<y <
7 =Y="3

Mivel y egész szam, igy y = —1, vagy y = 0 lehet.
Ha y = —1, akkor z = 0 vagy z = —1.
Ha y =0, akkor x = 0 vagy x = —1.
A kikotés figyelembevételével a kovetkezd megoldésokat kaptuk:

(1§O)7 (0;1)7 (1;1)7 (07_1)7 (_17_1)7 (_1;0)'



