A 42. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia feladatainak megoldésaﬂ

Elmeéleti feladatok

1. feladat. Egy haromtest-probléma és a LISA

1.1. A két tomegpont mozgéasegyenlete:

M

mwir = GLQ,
(r+R)
M
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Barmelyik egyenletet rendezve, és felhasznalva, hogy

M m M+m
r R R+r’

a keresett szogsebesség
M+m
wo = e
(R+1)°

1.2. A p témeg infinitezimalisan kicsi, ezért gravitdcios ereje nem befolyasolja a méasik két test mozgasat.

1.dbra

A u tOmeg( testet is a ra hatéd gravitacios erck ereddje tartja korpalyan (1. dbra):
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Masrészt a tomegkozéppont definicidja szerint
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M+m
amit behelyettesitve, és egyszertsitve
M m M m
5T 5 (R+7) (R+7)

A fenti egyenlet két oldalan T és T3 egyiitthatoi kiilon-kiilon meg kell egyezzenek, ahonnan r1 = ro = R 4+ r adodik,
vagyis a harom test egy szabdlyos hdromszog csucsain helyezkedik el. A koszinusztétel alapjan

0> = R*+1r* —2R(R +7)cos60° = R* + Rr + 2.

L Az elméleti feladatok szovegét a mult havi szamunkban kozdltiik.



Ezek szerint

1.2.1. p és M tavolsdga: 11 = R+,

1.2.2. p és m tavolsaga: 1o = R+ r,

1.2.3. p és a tdmegkozéppont tavolsaga: o =  R2 + Rr + r2.

1.3. A feladat az egyensulyi helyzet koriili kis rezgések korfrekvencidjanak meghatarozasa volt. Ehhez a ver-
senyzOk azt az utmutatast kaptak, hogy tételezzék fel a rezgs test perdiiletének megmaradasat. Ebbdl kiindul-
va és még az energia megmaradasat is felirva hosszas szamolds utdn az w = ﬁw0/2 eredmény kaphat6 (lasd a
http://www.ipho2011.org/contents/problems_solutions honlapon a ,hivatalos” megoldést).

Sajnos ez a megoldas hibas! A korlatozott haromtest-probléméaban (amikor az egyik test tomege elhanyagolhatdéan
kicsi a masik kettsé mellett) sem a kis test perdiilete, sem a mechanikai energiaja nem megmaradd mennyiség! Tény-
legesen még a vizsgélt pont stabilitdsa sem valosul meg, ha m/M > 0,04; marpedig a feladatban a m = M specidlis
esetet kellett volna vizsgalni. Ekkor a kérdéses pont (a szabalyos haromszog egyik csucspontja) koriil egyaltalan nem
alakulhatnak ki harmonikus rezgések!

1.4. Az drhajok egymaés koriil is w szogsebességgel keringenek, igy a relativ sebességiik

2
Urel. = Lw = %Lv

ahol L a ,karok” hossza, T' pedig a Fold keringési ideje. Behelyettesitve

Urel. = 996 2
S

2. feladat. Elektromosan toltott szappanbuborék

2.1. A szappanbuborék belsejében a P; nyomés@ a feliileti fesziiltség miatt nagyobb, mint a kiils6 (atmoszférikus)
nyomas:

4y
P=P,+ —=.
+ i
(Ezt az Osszefliggeést pl. a képzeletben félbevagott buborék egyik felére felirt erSegyensuly feltételébdl szarmaztathat-
juk.)
Az egyesitett gaztorvény a levegd intenziv dllapotjelzdire igy irhato fel:
P
— = allando.
ol
Ennek alapjan a kérdéses arany:
il P
bl Py, M
paTa Pa ROPa

2.2. A megadott szamértékek felhasznalasaval:

pili | _ 4

paTa - ROPa

= 0,0001.

(Az eredmény azt mutatja, hogy a feliileti fesziiltség hatasara a nyomas igen csekély mértékben novekszik.)

2.3. A buborék lebegésének a feltétele az, hogy a buborékra hatoé felhajtoers egyenls nagysagu a buborék silyaval,
ami a szappanhértya és a benne lév6 levegs sulyanak az Osszege:

4 47 4 20,1, 4
?Rggag = (47TR§QSt + ?RSQZ-) g =4mR3ostg + 31%3 = (1 + ) g

Megfelel6 atrendezés és a szamszerd adatok behelyettesitése utan a buborék lebegéséhez sziikséges belsé hémérséklet:

Rood Ty 4
00 <1+ Y

T =
Ry P,

B ROQa - 3Qst

> =307,1 K.

A lebegéshez a buborékban 1évs levegének valamivel tobb, mint 7 °C-kal melegebbnek kell lennie a kiils6 levegs
hémeérsékleténél.

2.4. Mikozben a buborék belsejében a hémérséklet a kiils§ levegs hémérsékletére csokken, a buborék sugara 0,8%-
kal lecsokken, és a szappanhdrtya vastagsaga is megné. Ezeket a valtozasokat azonban a feladat szévegében szerepls

2Megtartottuk az olimpian alkalmazott, a hazai gyakorlattol néhol kicsit eltérd jeloléseket.



tanacs szerint elhanyagoljuk. Nyugvo levegSben ilyenkor a buborék a talaj felé siillyed. Az u sebességgel felfelé dramlo
levegs akkor akadélyozza meg a buborék leesését, ha a Stokes-féle kozegellenallasi er6 megegyezik vagy meghaladja
a buborék salyanak és a felhajtéerének a kiillonbségét:

4 4
6mnRou > (47TR8QSt + %Rggi) g— ?WRggag =

4 4 47
= (47R%0t + —R3p, |1 — —R3049.
(7" 00st + 3 w00 [ +R0Pa]>g 3 1100ag

Atrendezés utan a felfelé aramlo levegs sebességére a kovetkezo relaciot kapjuk:

2R 05 o
w> 00stg 4 8Roo 9
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2.5. A szamszerd adatok behelyettesitése utan u > 0,36 m/s eredmény adodik.

Megjegyezziik, hogy a paraméteres kifejezés masodik tagja az els6 tagnal harom nagysagrenddel kisebb, vagyis elhanyagol-
hato. Ez is indokolja, hogy a tovdbbiakban a felileti fesziltséghdl adddo tagokat elhanyagoljuk.

2.6. Elektromosan toltott szappanbuborékok esetén a feliileti fesziiltség hatasahoz képest forditott nyoméaskiilonbség

alakul ki a buborék belseje és a kiilsé levegd kozott, mivel a buborék feliiletén 1évs toltések taszitjak egymést. Ezt
a nyomaskiilonbséget jeloljik igy: AP,). Ezzel a jeloléssel P, = P; + AP,); feladatunk az egyenl@ség jobb oldalan 1évg
két tag meghatarozasa.

Elektromos toltések nélkil (a feliileti fesziiltség hatasanak elhanyagolasaval) a buborékban a nyomas P,, és a bu-
borék térfogata a kezdeti sugar kobével, vagyis Rg—bel aranyos. Feltoltott buborék esetén a nyomas P;, a térfogat pedig
a megnovekedett sugar kobével, vagyis R:-bel aranyos. Mivel a buborékban 1év6 levegs hémérséklete nem valtozik, igy
alkalmazhatjuk ra a Boyle-Mariotte-torvényt, vagyis a nyomaés és a térfogat forditott aranyossagat:

R3
P, = —3P,.
Ry

A toltések kovetkeztében felléps A P, nyomésjarulékot a buborék falanél fellépd atlagos elektromos térerdsség Esilag

és az egységnyi feliiletre juto toltés (toltésstriiség) szorzataként szamithatjuk kil Az R; sugarta buborék belsejében

a térerdsség nulla, kozvetleniil a buborék feliiletén kiviil pedig kq/ Rf, igy
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Masrészt a toltésstriség g/ (47TR%), igy az elektromos eredetd nyomaskiilonbség:

1 q>
APy=—— 21
' 32m2e, RY

Ugyanez a mennyiség a kiilsé és a bels6 gaznyomas kiilonbségeként is felirhatd, tehat

1 q> R3
—=FP,—-P=P,(1-—=],
32m2eo R} ( R3

ahonnan a keresett kifejezés pl. igy adhato meg:
BY _(BY___ ¢
Ro Ro)  32m2e0P, R}’
2.7. Feltételezve, hogy a buborék sugaranak AR = Ry — Ry megvaltozasa (az eredeti sugarhoz viszonyitva) kicsi,
a fenti formulaban az . .
Ry AR AR
— | =(1+—=— ) =1+4—
(RO) ( "R ) R
kozelités alkalmazhato, s innen a sugar (kicsiny) novekedésére ez adodik:
2

q
AR~ ——————.
967T2€0P,IR8

3Kzt legegyszertibben ugy mutathatjuk meg, ha feltételezziik, hogy a vékony (de véges vastagsagu) toltésrétegben a toltések eloszlasa
homogén. A Gauss-tétel alkalmazasaval lathatjuk, hogy ekkor a bels6 nulla tér linearisan novekedve éri el a kiilsé feliileten felvett értékét,
tehat a toltésrétegben atlagosan a kiils6 érték fele 1ép fel. Megmutathatd azonban az is, hogy a vékony tdltésrétegben tetszoleges toltéseloszlas
esetén is a kiils6 térerGsség fele adja az atlagértéket.



2.8. A lebegés feltétele most is a felhajtoerd és a suly egyensulya:
4am 4am
?R:{’gag = <47TR(2)QSt + ?Rggh) g.
Ha a feliileti fesziiltség hatasat elhanyagoljuk, akkor a toltetlen buborék belsejében a kezdeti strtiség megegyezik

a kiils6 levegd strtiségével (o; = 04), hiszen a hémérséklet is és a nyomas is (jo kozelitéssel) ugyanakkora kiviil és beliil.
A feltoltott buborék R, sugarat fejezziik ki AR segitségével:

4 AR\ 4
—FRg 1+ — | 0u9 = |47 R}ost + —T‘—RSQZ' qg.
3 Ro 3

Kozelités és némi egyszertsités utan ezt kapjuk:

4
%Ré (3AR) 0,9 = 47 R3 0,tg.

Helyettesitsiik be AR helyére az el6zd alkérdés eredményét, és fejezziik ki a toltést:

[ 96720 Py R 05t
q= 00 allpOst ~ 256 nC.
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3. feladat. Ion sz6rédasa semleges atomon
(100 éves a Rutherford-atommodell)

3.1. A Coulomb-torvény alapjan az elektromos térerdsség a dipélus tengelyén, attol r tavolsagra:

—2 —2
Bpo_— 9 0 qz[(l_ﬁ) ~(1+9) ]
deg(r —a)”  dmeo(r +a)”  Amweor r r

Mivel a/r < 1, alkalmazhatjuk a kis z-ekre érvényes (1 + z)" ~ 1 + nx kozelitést:

q a a 2qa p
Ep = [(1 2—) - (1 - 2—)} - - :
P 4egr? + r r 2megrd  2meprs

Vektorokkal kifejezésre juttathatjuk a dipolus altal keltett térerGsség nagysagat és irdnyat is (a dipol tengelye mentén):

—
p

P= ;"3
2meQrs

3.2. (Az eredeti abra jeloléseivel) az ion altal a semleges atom helyén létrehozott térerésség a Coulomb-torvény
szerint

2 __ Q7

dmeg 13’

igy a neutralis atom

?:aﬁion: ﬁi

4dmeg 13

nagysagu és irdnyu elektromos dipélmomentumra tesz szert. A 3.1. alkérdés végeredményét felhasznalva ez a dip6lmo-

mentum az ion helyén
7 1 ( a@ j) B aQ T

p=— (- - _ L
2megrs 4meg 13 8m2edrd r

térer&sséget hoz létre, igy az ionra hato ers:
aQ® T
?:Qﬁp:— 2Q2 5
8meegr® r
A kifejezéshdl leolvashato, hogy az eré @ elGjelétdl fiiggetleniil mindig a semleges atom felé mutat, vagyis vonzo jelleg.

3.3. Az egymastol r tavolsagra levo ion és atom kolesdnhatési energidja egy elGjeltdl eltekintve azzal a munkaval
egyezik meg, amennyit a két részecske ,végtelen messzire” torténd eltavolitasa soran végziink:

Q? Vi 1 a@? 1 aQ?
Uy =— [ 7@ dr = -9 [ g = | =%
(r) / ’ ( )‘ " 8m2e | r’® " 32m2ed [ rt ], 32m2edrd




3.4. A centralis er6tér miatt a mozgd ion perdiilete az atom helyére vonatkoztatva megmarad. Amikor az ion
legkozelebb keriil az atomhoz, a sebességének nagysiga maximalis, irdnya pedig merdéleges a helyvektoréra, igy mvgb =
MUmaxTmin- A mechanikai energiamegmaradas szerint

1 a@?
2 max s 3op2edrd

min

DN | =

E két egyenletbsl a minimalis tavolsagra a

(Tmin )4 . (Tmin )2 + an =0
b b 16m2e2mudbt o

-ben masodfoku. Az egyenlet megoldasai:
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egyenletre jutunk, amely r

b a@)?
win = |11 Y
fm V2 Am2e2mug b

Ha @ = 0, akkor az ion egyenes palyan, b tavolsagra halad el a semleges atom mellett, igy a két gyok koziil a nagyobbat
kell megtartanunk. Az ion és az atom kozotti legkisebb tavolsag tehét

b a@)?
in = |11 Y
fm V2 + 4m2etmudb?

3.5. Ha a b impakt paraméter elég nagy, az el6z6 kérdésben kiszamitott r;, tavolsidgra kozeliti meg az ion az
atomot. A b paraméter csokkentésével azonban az ryi,-re kapott kifejezésben a négyzetgyokjel alatt negativ érték
adodik, azaz nincs minimalis tavolsadg az ion és az atom kozott: az ion spirdlis palyan a semleges atomba csapédik. Ez

akkor kovetkezik be, ha
1
2 4
b< bO — <&> ,

22,2
4dmiegmug

igy az ion befogasanak hataskeresztmetszete

1
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Megjegyzés. A 3.4. és 3.5. alkérdésekben targyaltak grafikusan is szemléltethet6k az tn. effektiv potencidl segitségével. Ha
az energiamegmaradast kifejezs

1 2 2 2 1 5
Em(vr +r°w)+U(r)=E (: Emv())

egyenletbdl a szogsebességet kikiiszobdljiilk a perdiiletmegmaradas mriw = J (= mbuvo) torvényének felhasznalasaval, akkor
a sugar iranyu (radialis) mozgasra kapunk egyenletet:

2
lmvf—k <U(r)+ J 2) =F

2 2mr

A zar6jelben allo kifejezést effektiv potencidlnak szoktédk nevezni. Ueg(r) a két részecske valodi (vonzo jellegti) kolcsonhatasi
energiaja mellett tartalmaz egy — a perdiilet nagysagatol is fiiggs — taszité (,centrifugalis”) potencialis energiat is.

Az jon-atom tavolsag id6beli valtozasa éppen gy zajlik le, mint egy tomegpont egydimenzios mozgasa Ueg(r) potenciallal
megadott erétérben. (Kicsit er6ltetett hasonlattal: ahogy egy golflabda gurul az Ueg(r) fiiggvénnyel megadott domborzati
viszonyok kozott.)

Uest (1)
— P E
+ 2
7-2
- T
r Tmin
C1

rd 2.dbra



Jelen esetben az effektiv potencial —i—i + :—2 alaku, ahol ¢ és c2 a feladatban szerepld paraméterekkel kifejezhets pozitiv
allandok (2. dbra). A nagy tavolsagbol érkezs, E energiaju ion radialis sebessége ott valik nullava, ahol Ueg (1) = E. Ez a feltétel
a kordbban kiszamitott r = rmin értéknél és egy ennél kisebb r = r*-nal is fennall. Az ion (ha csak a radialis mozgasat nézziik)
nyilvan 7 = 7min tavolsagnal fordul vissza”, a potencidlhegy r* < 7 < rmin tartomanyaba egyaltalan el sem jut. (Erdekes, hogy
a kvantumelméletben nem ez a helyzet: a hullimként viselkeds ion ,at tud bidjni” a potencidlhegy alatt, és még akkor is eljut
az atomig, amikor ezt a klasszikus fizika szerint nem tehetné meg. Ez a furcsa jelenség az un. alagiteffektus.)

Az r = r”™-os fordulépontnak is van fizikai jelentése: ha az ion nem végtelen messzirgl, hanem az atom kozelébdl, az atomtol
tavolodva indulna, akkor nem tudna tetszSleges messze eljutni, hanem r = r*-n4l a radilis mozgas visszafordulna (tehéat ez az
érték lenne az atom és az ion k6zotti maximalis tavolsag.)

Ha a b paraméter (és az ezzel aranyos perdiilet) nem elég nagy, akkor az effektiv potencidl maximumanak értéke az F energia
ala keriil. Ilyenkor a messzir6l érkez6 részecske — mar a klasszikus fizika torvényei szerint is — beleesik az atomba.

Kisérleti feladatok

1. feladat. Elektromos fekete doboz: kapacitiv elmozdulasérzékels

A mérési feladatban szerepls elektromos fekete doboz egy sikkondenzator, melynek két, egymas felett elcsusztathatd
fémlemeze azonos alaku fogakbol all, melyeket egy vékony szigetelGréteg valaszt el egyméastol.
A kondenzator kapacitasat a versenyzdk egy Kipp-oszcilldtor segitségével mérhették. A Kipp-oszcillator egy olyan

aramkor, melynek frekvenciajat az
(6%

C+Cg

Osszefiiggés hatarozza meg, ahol C' az oszcillatorra kotott kondenzator kapacitasa, a és Cg pedig az eszkozre jellemzd
allandok. Az oszcillator frekvencidjat digitélis multiméterrel lehetett mérni.

A feladat elsG részében az oszcillator kalibralasa, azaz o és Cs értékének meghatarozasa volt. Ehhez 4 kiilonb6z6,
ismert kapacitdsi kondenzéator allt a versenyzSk rendelkezésére. Azt is észre kellett venni, hogy a kondenzatorok
kiilonboz6 kapcesolasaival tjabb kapacitasok is elGallithatok, és igy nem csak 4 kalibracios pontot lehet felvenni. Ha
a frekvencia reciprokit a kapacitas fliggvényében abréazoljuk, és a pontokra egyenest illesztiink, akkor az egyenes

meredeksége 1/«, tengelymetszete Cs/a, igy ezek az allandok meghatarozhatok.

f=

<>
""" w
b
"""" 2w
2w
3w

< = 3.dbra

A feladat mésodik részében a sikkondenzéator geometriai alakjat kellett meghatarozni. A kalibralt Kipp-oszcillator
segitségével meg kellett mérni a kondenzator C' kapacitasat a mozgathaté kondenzatorlemez x elmozdulasanak fligg-
vényében. Az eredmények alapjan elGszor el kellett donteni, hogy a lemezek fogazasa milyen. Ehhez megadtak harom
lehetséges fogalakot (3. dbra), mindegyikhez meg kellett hatarozni elméleti megfontolasok alapjan, hogy milyen jellegt
C(z) fiiggvényt varunk, majd a mérési adatok alapjan ki kellett valasztani, hogy a fekete dobozban milyen fogazas
van. Ezek utan a kimeért C(z) fliggvény alapjan meg kellett hatarozni a fogak geometriai méreteit.

Mivel a Kipp-oszcillator frekvencidja a mozgathato kondenzéatorlemez helyzetétdl fiigg, az eszkozt digitalis tolomeé-
réként lehet hasznalni. A harmadik részben ennek a digitalis tolomérének a felbontasat kellett kiszdmitani, azaz azt
a legkisebb elmozdulast, amit az eszkdzzel még mérni lehet.



2. feladat. Mechanikai fekete doboz: csGben régzitett golyo

A mechanikai fekete doboz egy zart aluminiumcs6bdl és egy, a csé belsejében ismeretlen helyen rogzitett golyobol
allt. A 30 cm hosszi csovon centiméterenként lyukak (6sszesen 16 db) voltak furva, melyek segitségével a csovet
vizszintes tengely koriili lengésbe lehetett hozni. A versenyzknek roncsoldsmentes mérésekkel kellett a rendszer olyan
tulajdonsagait megallapitani, mint (i) a tomegkozéppont helye, (i) a cs6 M és a golyd m tomegének aranya és
(#41) a golyo csoévon beliili helyzete. Ezen kiviil meghatarozandoé volt (iv) a nehézségi gyorsulas értéke is.

Konkrét meérési utasitasokat eztuttal nem kaptak a versenyzdk, csak a felhasznalhato eszk6z0k jelenthettek tampon-
tot a mérési modszerek kitaldlasaban: asztalra rogzithets tengely a rad lengetéséhez, vonalzd, stopper, ragasztoszalag
a tengely asztalra rogzitéséhez, illetve egy méternyi fonal.

tengely
KT T N
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4. dbra

(1) A tomegkozéppont zrx = (mz+ ML/2)/(m+ M) helyét a didkok a legkiilonb6z6bb modokon hataroztak meg:
tobben az asztal szélén egyensilyoztdk ki a csdvet, masok egy vagy két szl fonallal fliggesztve fel a rendszert azt
hasznaltak ki, hogy a tomegkozéppont mindig a felfiiggesztési pont alatt helyezkedik el.

(ti—iv) Nehezebb feladat volt a rad és a csé tOmegaranyanak, a golyé helyzetének és a g nehézségi gyorsulas-
nak a meghatarozasa. A kis lengéseket végz6 cs6 fizikai inganak tekinthetd, melynek lengésideje (a 4. dbra jeloléseit
hasznéalva)

©o

T=2m| ~———
I+ mgR

ahol a Steiner-tétel értelmében O = Opx + (M + m)R2. A rendszer tomegkozéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatéka pedig (a golyora a pontszeri kozelitést alkalmazva):

L\ 1
@TK_m(Z—ITK)2+M<CETK—§> —I—EMLz.

A peri6dusidé tehat a

Ork + (M + m)R? OrK R
T(R) =2 —on XK O
() 7T\/ (M +m)gR i (m+ M)gR + g

moédon fiigg a felfiiggesztési pont tomegkozépponttol mért tavolsagatol. Ez a kifejezés kis atalakitassal a
PR T g AT O
g (m + M)g

alakra hozhato6. A periodusidét tehat az R tavolsag fiiggvényében megmeérve, majd T2 R-et R? fiiggvényében abrazolva
a mért pontok egy egyenesre illeszkednek, melynek meredekségébdl a gravitacids gyorsulast, g-bél és a tengelymet-
szetbol pedig a Ok /(m + M) aranyt lehet meghatarozni. A tomegkozéppontra vonatkozo egyenlet felhasznéalasaval
a kérdezett m/M tomegarany és a golyo z helyzete innen mar kiszamolhato.

Masik lehetséges eljaras kinalkozik a rendszer paramétereinek meghatarozaséra, ha észrevessziik, hogy a kis len-
gések T periodusideje a felfiiggesztési pont R helyzetének fliggvényében egy minimummal rendelkezik. A T'(R) gorbe
minimumhelyébdl és a minimalis lengésid6bél ugyancsak kiszamolhatoak a kérdéses mennyiségek, de a lapos minimum
miatt ez az eljards pontatlanabb, mint az els6ként ismertetett moédszer, ezért ezt az alternativ megoldést a rendezdk
csak fele pontszdmmal , jutalmaztak”.
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