Megoldasvazlatok a 2013 /4. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Az iskolai sakkbajnoksdgon mindenki pontosan egyszer jdatszott mindenkivel. Amikor 42 partit lejdtszottak, akkor
(11 pont)

még mindenkinek négy volt hatra. Hinyan szerepeltek ezen a bajnoksdgon?
-1
nin ) Ha mindenkinek még 4 jaték van

Megoldas. Legyen a szereplSk szama n. Az 6sszes mérkézések szama: 5

4dn
hatra, az Osszesen — még lejatszando partit jelent. Ezért a lejatszott mérkdzések szamas:

—1 4
nn-1) 4n _

2 2

3

amibdl az n* — 5n — 84 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk. A gyokok: ny = 12, ng = —7.
Vagyis 12 {6 szerepelt a bajnoksagon.

2. Abrdzoljuk a kévetkezd figguényeket:
f@)=lz+2|+ |z -1

a) az
hozzdrendeléssel megadottat a [—2;1] intervallumon;
b) a g(x) = (tgx + ctg z) sinz cos x
hozzdrendeléssel megadottat a [—m; 7] intervallumon;
c) a h(z) = logygs « - log, 2014 - loggg;4 2013
(13 pont)

hozzdrendeléssel megadottat a 10; 3] intervallumon.
Megoldas. a) A megadott [—2; 1] intervallumon igy irhatjuk az f fliggvény hozzéarendelési szabalyat:

fl@)=lz+2|+|lz—-1=(@+2)—(z—1)=3.
Vagyis ezen az intervallumon a fliggvény konstans, a mellékelt abrdn lathaté a képe.

fla)?
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b) A g fiiggvény hozzarendelési szabalyat at tudjuk alakitani:
. sinx  cosx . .9 5
g(z) = (tgz + ctgz) sinzcosx = - sinx cosz = sin“ x + cos” x = 1.

cosx  sinzx

k
A tgx és a ctgx miatt x # %, ahol k egész szamot jelol.
A megadott [—7; 7] intervallumra esik a k = —1; 0; 1 esetén kapott érték, vagyis a g fliggvény nincs értelmezve

a —m, 0 és 7 helyeken, egyébként a fiiggvény konstans. A mellékelt dbrdan lathato a képe.




A h fliggvény hozzéarendelési szabalydban minden logaritmust atirhatunk 2013-as alapra:
h(z) = logygs x - log, 2014 - loggy4 2013 =

10890132014 logyg,3 2013

logogiz @ logygi3 2014

= 10g2013 x = 10g2013 2013 = 1.

3. Oldjuk meg az egyenletet, ahol n tetszdleges, 1-nél nagyobd, pozitiv egész szam:

Va2 +z—24 Va2 +20-3+...+ V22 +nz—(n+1)=0. (13 pont)

Megoldas. Az egyenlet bal oldalan n taga Gsszeg szerepel, az Osszeg minden tagja nemnegativ valos szam. Nem-
negativ valos szamok Gsszege csak gy lehet nulla, ha mindegyik nulla.

A négyzetgyokok alatt 4116 masodfoka kifejezéseknek megkeressiik kiilon-kiilon a zérushelyeit. Kezdjiik az dltalanos
taggal, az 2% 4+ nx — (n + 1)-gyel. Mivel a két zérushely Gsszege —n, szorzata pedig —(n + 1), azért a zérushelyek:
21 = —(n+1), xo = 1. Vagyis minden tetszsleges, 1-nél nagyobb, pozitiv egész n szam esetén a masodfoku kifejezések
egyik zérushelye az 1 lesz.

Ezek szerint az egyenlet egyediili megoldasa az 1.

4. Irjuk fel annak a kérnek az egyenletét, amelyre illeszkedik az A(—T7;5) pont, tovdbbd az (v — 2)2 +(y— 3)2 =17
egyenletd kort az E(—2;2) pontban érinti. (14 pont)

Megoldas. Az adott kor kozéppontjanak koordinatai: K (2;3). A keresett kor k('jzé_[l;_))ontja rajta van az E(—2;2)
és a K(2;3) pontokra illeszkeds egyenesen. Ennek az egyenesnek az irdnyvektora: EK(4;1), vagyis az egyenlete:
x — 4y = —10. A keresett kornek AE a hurja, ezért a kor kézéppontja illeszkedik az A(—7;5) és az E(—2;2) pontok
altal meghatarozott hur felez6merélegesére is. A hur felezGpontja: F ( —
E(S; —3), vagyis az egyenlete: 5z — 3y = —33.

A két egyenes metszéspontjanak koordinatait a kovetkezs egyenletrendszer megoldaséaval kapjuk:

z—4y =-10
S5z —3y=-33 |

o 5), a hurfelez6 egyenes normalvektora:

Vagyis a kor kozéppontjanak koordinatai: C(—6;1).
A keresett kor sugardnak hosszat is kiszamithatjuk, az A(—7;5) és a C(—6;1) pontok tavolsagaként:

r=AC = \/(-T+6)* + (5-1)> = VIT.

A keresett kor egyenlete:
(z46)° + (y — 1) =17.

II. rész

5. Az ABC egyenld szdri haromszég AB alapja 26 cm, a szdrai 85 cm hossziak. Legyen az AB alap felezépontja I,
a beirt korének a kézéppontja K, a koré irt kirének a kézéppontja O, a sulypontja S, a magassdgpontja M.

a) Mekkora az ASO hdromszig keriilete?

b) Milyen hosszi az FK szakasz?

¢) Mekkora az MF szakasz hossza, és mekkora szogben ldtszik az AC szdr az M pontbol? (16 pont)

Megoldas. a) Az ASO héaromszég OS oldalanak hosszat az FO és az FS szakaszok kiilonubségeként kapjuk.
A feladatban szerepls F, K, O, S, M és C pontok egy egyenesre illeszkednek, a C' csticsbdl htizott magassagra, hiszen
az ABC haromszog egyenld szard. Ennek a magassagnak a hosszat Pitagorasz-tétellel kiszamitjuk az ACF derékszogi

haromszogbél:
1324+ CF? =852, azaz CF =84 cm.

Mivel a salypont a silyvonalon az oldalhoz kézelebbi harmadolopont (és most C'F stlyvonal), igy F'S = 28 cm.
A haromszog koré irt kore az alap egyenesétsl 84 — r tavolsdgra van, ahol r a koriilirt kor sugara. Az AFO
haromszogben Pitagorasz-tétellel (1. dbra):

132+ (84 — 1) =12,
132 +842 — 2. 84r = 0,

L T225
ebbdl r = 68~ 43,01 (cm).



85

r

A 13
1.4bra
Vagyis
7225 6887
Ezek alapjan:
6887 2183

AO =r, az AS szakasz hosszat az ASE derékszogli haromszoghdl Pitagorasz-tétellel kapjuk:
132 4+ 282 = AS?, azaz AS =953 ~ 30,87 (cm).
Tehat az ASO haromszog keriilete:
k=08 + AS + AO = 12,99 + 30,87 + 43,01 = 86,87 (cm).

b) A beirt kor kézéppontja az alaptol o tavolsagra van (ahol g a beirt kor sugaranak a hossza), ezért a beirt kor
sugarat meghatarozhatjuk az ABC haromszog teriiletének kétféle felirasabol: t = gs = %, ahol s a haromszog

keriiletének a fele: s = L;% = 98. Ekkor 980 = 1092, ebbdl
_ 1092 78
98 T

78
Tehat a beirt kor kézéppontja az alap egyenesétsl - (= 11,14) cm-re van.
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c¢) Hasznaljuk a 2. dbra jeloléseit. Meghatdrozzuk a szarhoz tartozé6 AT magassag hosszat. Irjuk fel az ABC
haromszog teriiletének kétszeresét kétféleképpen:

2.t=26-84=85- AT, AT:%.

Az AT B derékszogi haromszoghdl Pitagorasz-tétellel:

75— Jos <2184>2 V114244 338

85 85 85

Mivel AFMA ~ ATBA (a szbgeik paronként egyenlsk), azért a megfelel§ oldalak aranya egyenls:

MF 3 : 169
T3 % , vagyls MF = —-~201 (cm).

Mivel a keresett C M A szog az AM I derékszogl haromszog M cstcsanal talalhato kiilss szoge, azért meghatarozzuk

az M-nél 1évs 0 belsé szoget:
13 84

tgézwz—, 5%81,20.
=T 13

Vagyis a keresett C'M A sz0g nagysaga: 98,8°.

6. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert az egész szdmpdrok halmazdn:

3z—1 _ o, 3 _
3 =2y — 11y 693} (16 pont)

z =logs (y+1)

Megoldas. A feladat értelmezési tartoménya: x tetszéleges, y > —1 egész szam. A masodik egyenlet szerint:
3% — 1 = y. Ekkor:

33u—1 _ 3)° _ w+1)’

3 3 7

Ezt az els6 egyenletbe beirva:

y+1)°

= 2y — 11y — 693. 0= 5y® — 3y* — 36y — 2080.

Tudjuk, hogy y olyan nemnegativ egész szam, hogy egy haromhatvanynal 1-gyel kisebb.
Irjuk a harmadfoku egyenletet a kovetkezs alakban: 2080 = y(5y2 — 3y — 36). A zardjelben szerepls tényezs egész
szam, ezért y a 2080 osztoja kell, hogy legyen.



A fentieket felhasznélva y lehetséges értékei: 2, 8, 26, 80. Ezeket behelyettesitve a harmadfoku egyenletbe kapjuk,
hogy csak az y = 8 a gyoke.
Visszahelyettesitéssel: © = 2. Vagyis az egyenletrendszer egyediili megoldasa: = = 2, y = 8.

Megjegyzés. Az y = 8 ismeretében a harmadfoku egyenletet
0= (y —8)(5y° + 37y + 260)

alakra tudjuk hozni. Igy is lathato, hogy csak egy megoldasa lesz az egyenletrendszernek (hiszen a masodfoku kifejezés
diszkriminansa negativ).

7. a) Hatdrozzuk meg az
f(z) =2? — 10z + 27
fiigguény integrdljdt a [3; 6] intervallumon.
b) Mennyivel kell a megadott intervallumot eltolni, hogy az integrdl 18 legyen?
(16 pont)

Megoldas. a)

6

3 6

/(:E2—1O:v+27)d:10: [%—59&24-27:10] =72 180+ 162 — 9+ 45— 81 =9
3

3

b) Legyen az eltolas nagysaga negativ irAnyba d. Ekkor a kivetkezs integralt irhatjuk fel:

6—d

ZES 6—d
(:102 —10x + 27) dr = [— — 522 + 27:10] =
3 3—d
(6 —d)° )
= T—S(G—d) +27(6 —d) —
=3d* +3d+9=18.

@+5(3—d)z—27(3—d)_

Vagyis a d? + d — 3 = 0 masodfoku egyenlet megoldasait kell megadnunk:

—1+v1+12

d1;2 = 2

—1+13 —1-13
% ~ 1,3, illetve dy = —

Megjegyzés. Az a) kérdésre adott valaszunk alapjan lathato, hogy a b) kérdésben az fogalmazodott meg, hogy az integral

Tehat az intervallumot eltolhatjuk d; = ~ —2,3 egységgel.

értéke duplazodjon meg az eltolas hatasara. A kérdésben természetesen azért szerepel 18, mert az els6 kérdésre rosszul valaszolok
igy erre a kérdésre jo valaszt adhatnak.

8. Adott a kivetkezd szamsokasdg: 1, 1,2, 4, 8,8, 8,9, 13.

a) Igazoljuk a fenti szdmsokasdg esetén, hogy a szdmtani kizepénél kisebb szdamok téle szdmitott tdvolsdgainak az
0sszeq ugyanakkora, mint a ndla nagyobb szamok tdle szamitott tavolsdgainak az dsszege.

b) Adjuk meg a fenti szamsokasdighoz azt a kozépértéket, amelyhez a szamadatok téle szamitott abszolit tavolsdgainak
dsszege minimdlis.

c) Adjuk meg a fenti szamsokasdghoz azt a kézépértéket, amelyhez a szdmadatok téle szamitott tdvolsigainak négy-
zetdsszege minimdlis. (16 pont)

Megoldas. a) A szamsokasag szamtani kdzepe:

1+14+24+4+8+8+8+9+13
5 =

T = 6.
A szamtani kozépnél kisebb szamok téle szamitott tavolsagainak Gsszege:

(6—1)4+(6—1)+(6—2)+ (6 —4)=16.
A szamtani k6ézépnél nagyobb szamok téle szamitott tavolsagainak Gsszege:

(8—6)+ (8—6)+ (8 —6) + (9 — 6) + (13— 6) = 16.

Vagyis a két Osszeg valoban ugyanakkora.



b) A szoveg alapjan azt az = szamot keressiik, amelyre a kovetkezd Osszeg minimalis:
f@)y=1-z|+1-2|+2—2z|+4—2|+|8—z|+[8—2|+|8—z|+ |9 — 2| +]13 — |

Nézziik el6szor az fi(x) = |1 — x| + |13 — x| hozzarendelést fliggvényt.

Ha z < 1, akkor fi(z) =1—2+ 13—z = -2z + 14.
Hal <z <13, akkor fi(z)=-14+2+13—2=12.
Ha 13 < z, akkor f1(z) = —-14+2— 13+ =2z — 14.

Ezek alapjan elkészithetjiik az fi képét. Az fi; minimumbhelyeinek halmaza: [1;13].
Hasonléan tudjuk abrazolni k6zos koordinatarendszerben az

fa@) =1 —a| +9 -],
f3(a) =12 - x[ + |8 — ],
fa(w) = |4 — x|+ |8 — x|

hozzarendeléssel adott fliggvényeket, végezetiil pedig az

f5(x) = |8 — x|
hozzarendeléssel adott fiiggvényt is.
Az f; minimumhelyeinek halmaza: [1;9].
Az f3 minimumbhelyeinek halmaza: [2;8].
Az f; minimumbhelyeinek halmaza: [4;8].
Az f5 minimumbhelyének halmaza: {8}.
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Mivel
f(@) = fi(z) + fa(2) + f3(2) + fa(z) + fs(z), és [1;13] D [1;9] D [2;8] D [4;8] D {8},

azért a keresett minimumhely a 8. A keresés soran az is kideriilt, hogy a kapott szdm pontosan a szamsokasag medidnja.
¢) A szbveg alapjan azt az x szamot keressiik, amelyre a kovetkezs Osszeg minimalis:

f@)y=0-2+1—-2)’+2-2)+(@d -2 +B8-2°+B—2)+8-2)+
+(9—-2)°+(13—-2)

Ezt a kovetkezd alakban is irhatjuk:

f(@) =92 —2(1+1+2+4+8+8+8+9+13)x +
+ (12412422 + 4%+ 82+ 82+ 82+ 9%+ 13%).

Tudjuk, hogy az f(x) = ar® 4+ bx + ¢ (ahol @ > 0) hozzarendeléssel megadott masodfoku fiiggvény minimumhelye:

r = ——. Jelen esetben:
2a

—2(1+1+2+44+8+8+8+9+13) 1+1+24+4+8+8+8+9+13

2-9 9 6.

xr = —

Vagyis a keresett minimumbhely a 6.
A keresés soran az is kideriilt, hogy a kapott szdm pontosan a szdmsokasig szamtani kozepe.



9. Hatdrozzuk meg azt a hegyesszoget, amelyre a

4sin?z —4sin?zcos?x + 1

sin® x

kifejezés minimdlis. Mennyi ez a legkisebb érték? (16 pont)

Megoldas. Hegyesszogek esetén a kifejezés értelmezve van. Alakitsuk a kifejezést a kdvetkezd modon:
4sin?z — 4sin® zcos?z + 1

— =4—4cos’x + — =4sin’ z + —
sin” x sin® x sin

2y

. 1 . .. .
A 4sin?z és az — 5— minden hegyesszog esetén pozitiv valos szam.
sin” x

o, .. . . , . . a+b
Ismerjiik két pozitiv valés szamra a mértani és a szamtani kozép kozotti Gsszefliggést: vVab < — EgyenlGség

1
a = b esetén van. Alkalmazzuk ezt az a = 4sin®z és a b = —5— ¢rtékekre:
sin” x

/ 1 4sin® z 4+

) pi
4Sln x - Sin2$ S 2 Sin I,

. 9 1 . 9 1
2-4/4sin"x - —— =2-2<4dsin"x + ——.
sin” x sin” x

4sin g =

amit igy irhatunk:

Teh4t a minimalis érték 4, ami

sin? z

esetén 1ép fel. Ekkor 4sin*z = 1, vagyis sinx = £1. Mivel x hegyesszog, azért x = g

Megjegyzés. A 2(2 sin’z +

a szam 1.

5 sin? ) egy pozitiv szadm és reciprokdnak Osszegének a kétszerese, ami akkor minimadlis, ha
sin® x



