I. rész

1. Egy r sugari kérbe @t ABC hdromszigben AB = r és AC' = rv/3. Mekkora a BC' oldal? (11 pont)

Megoldas. Az r sugart kor kézéppontja legyen a K pont, a keresett BC oldal hossza pedig x. Tudjuk, hogy az AK B
haromszog szabélyos, vagyis az AB (kisebbik) ivhez tartoz6 AK B kézépponti szog 60 fokos. Ezért az ABC haromszog
C csucsanal talalhato bels6 sz6g 30 fokos, hiszen ez az el6bbi ivhez tartoz6 egyik keriileti sz0g.

Irjuk fel az ABC haromszogre a koszinusztételt:

r? =22+ (r\/§)2 —2V3 .12 cos30°,
r2:x2—|—3r2—2\/§-r~x-\/7§,
0=a2—3rz+ 212

Oldjuk meg ezt az x-re masodfoku egyenletet:

3rEVIr? —8r2  3rtvr
2 2

T1;2 =

Vagyis x1 = 2r, o = 1.

A BC oldal lehetséges hossza: 2r vagy r.

2. Egy 90 cm széles és 210 cm magas, kazettds ajto vazlatat mutatja az abra.

A nyolc egyforma téglalap alaki kazetta pontosan az ajté lapjanak a felét teszi ki. A kazettdk kiézdtti és melletti
sdvok szélessége mindeniitt ugyanannyi. Mekkora ez a szélesség? (13 pont)

Megoldas. A savok szélessége legyen x. A rajzon lathatd darabolés segitségével felirjuk a kazettékon kiviili rész
teriiletét, ami az ajtolap teriiletének felével egyenld:
5:90-z+3-x- (210 —5-x) = 9450,
450z + 630z — 1522 = 9450,
x? — 72z + 630 = 0.
Megoldoképlettel a gyokok:

T2 ++/2664
B 2
Mivel az ajto szélessége 90 cm, azért a savok szélessége kisebb, mint 30 cm. Vagyis a kapott gyokok koziil csak az
x7 felelhet meg.
Tehat az ajton a kazettak koriili sdvok kb. 10,2 cm szélesek.

T1;2 , azaz x1~ 10,2, xo =~ 61,8.



3. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet:

(x—5-2Vz—2)(x—10-4Vz —5) = 0. (13 pont)

Megoldas. Az egyenlet értelmezési tartomanya: x > 5.
Az egyenletet a kovetkezs alakra hozhatjuk:

(z-2-2Vz—-2-3)(z—5-4V2—5-5) =0,
[(Ve—2)—2vz—2-3]-[(Vz—-5)"—4/z —5-5] =0.

Az els6 tényez6 v a — 2-re, a masodik tényezs pedig v — 5-re masodfoki. Ezeket a masodfokunak tekinthetd ténye-
z6ket tovabb bonthatjuk, igy kapjuk a kovetkezd alakot:

(Ve—2-3)(Ve-2+1)(vVz-5-5)(Va—5+1) =0.

Egy szorzat akkor nulla, ha legaldbb egy tényezGje nulla. A méasodik és a negyedik tényezs nem lehet 1-nél kisebb,
vagyis ezek semmilyen = esetén sem lesznek nulldk.

Marad két eset.

I eset: vx —2 —3 =0. Ekkor z = 11.

II. eset: vVx — 5 — 5 = 0. Ekkor = = 30.

Mindkettd megoldas, mert benne van az értelmezési tartoméanyban.

(Konnyen ellendrizhet is a gyokok helyessége.)

4. Adott az f: |-3;5| = R, f(x) = ||(x - 1)2 - 1‘ - 3| — 5 fligguény.

a) Adjuk meg a figguény zérushelyeit.

b) Adjuk meg azon rdcspontok koordindtdjdat, amelyek illeszkednek a figgvény grafikonjdra.

¢) Mely intervallumokon szigorian monoton csokkend a fiigguény? (14 pont)

Megoldas. a) Az ||(z — 1)% - 1| — 3| = 5 = 0 egyenlet megoldasait keressiik. Az |(z — 1)° - 1| — 3 lehet —5 vagy 5,
azaz:
|(@—1)°-1]=-2 vagy |(z—1)"-1]=8.

Természetesen az elsS egyenlet nem teljesiilhet semmilyen valos z-re sem. Vagyis csak az (x — 1)2 = 9 adhat megoldast.
(Az (z —1)° = =7 sem teljesiilhet.)

Innen pedig: z; = —2, zo = 4.

b) A fiiggvény értelmezési tartoméanyaban hét egész szam talalhato. Ezek a —2, —1, 0, 1, 2, 3 és a 4. Vagyis hétnél
tobb racspont nem illeszkedhet a fiiggvény grafikonjara. Kiszamitjuk ezeken a helyeken a fiiggvényértékeket. Mivel
mindegyik esetben egész szamot kapunk, azért a feltételeknek megfelels racspontok a kovetkezdk: (—2;0), (—1;—5),
(0;-2), (1;-3), (2; -2), (3; =5) és (4;0).

¢) A normalparabola transzformalasaval a fiiggvény képe megrajzolhato.
A ]-3;—1], [0;1] és a [2; 3] intervallumokon a fiiggvény szigortan monoton csokkend.

II. rész

5. Az a, b és c pozitiv szamjegyekrdl a kovetkezoket tudjuk: a + b+ ¢ = ab és a® + b% + ¢? = b2a (ahol ab és b2a is
egy-eqy kétjeqyd szdm). Adjuk meg ezeket a szdmjegyeket. (16 pont)



Megoldas. A feladat szovegébdl kideriil, hogy b olyan pozitiv szamjegy, amelynek a négyzete is szamjegy. Vagyis
Osszesen harom eset van.
1. eset: Ha b = 3, akkor az
a+3+c=10a+3
aA?+94+2=90+a }

egyenletrendszert kell megoldanunk, amit a kévetkezs alakban is irhatunk:

c=9
A+t =a+81("

Az a olyan porzitiv szamjegy, amelynek a kilencszerese is szamjegy. Vagyis a = 1, ¢ = 9.
Ez valéoban megoldas, mert az egyenletrendszer masodik egyenletét is igazza teszi.
II. eset: Ha b = 2, akkor az
a+2+c=10a+2
a?+4+c=40+a }

egyenletrendszert kell megoldanunk, amit a kévetkezs alakban is irhatunk:

c=9a
A+t =a+36("

Most is csak az a = 1, ¢ = 9 adddna az els6 egyenletbdl, de ez nem megoldasa a masodik egyenletnek.
III. eset: Ha b =1, akkor az
a+1+c=10a+1
A +1+=10+a }

egyenletrendszert kell megoldanunk, amit igy irhatunk:

c=9a
ad+t=a+9("

Az el6z6 esethez hasonldan innen sem kapunk megfelels szamjegyeket.
A feladat egyediili megoldasa: a =1,b=3,c=09.

6. Az ABCD szabdlyos tetraédert eqy sikkal elmetsszik. A metszdsik hdrom, egy cstucsbol indulo élt metsz a ko-
z0s csucstol szamitva 1 @ 1, 2 : 1 és 3 : 1 ardnyban. Hatdrozzuk meg a lemetszett tetraéder és az eredeti tetraéder
felszinardanyadt. (16 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit. Tudjuk, hogy DP: PA =1:1, DQ: QB =2:1, DR: RC = 3:1.

3a

Legyen a szabalyos tetraéder élhossza a, ekkor PD = %, QD = ?a, RD = T

Az ABCD szabalyos tetraéder felszine:

AABCD = CL2 . \/g

A lemetszett tetraéder oldallapjainak egyik szoge 60 fokos, ezt felhasznalva felirhaté6 mindharom haromszognek a

tertlete:

a 2a ] ° a2 \/g
tPD:ﬁ.?-slnGO :?'T:a2'\/§z0144-a2
o 5 3 12 ’ ’
2a  3a 1 ° V]
tRD:?.T.smGO :7'72a2'\/§;\~,0217-a2
Q 2 2 8 | |
3a a : o a2 V3 2
3a . a . ¢in6o s 2 i
tppp = +—2 St =8 2 _ 32 - V8 ~ 0,162 a%,

2 2 32



A lemetszett tetraéder alsod lapjanak minden oldalhossza koszinusztétellel meghatarozhato:

2 2

e (54 (5) 2 5§ ww = T T
_ 9a2—|—163a62—12a2 _ 1:::(:7 PQ = a\éﬁ ~ 0,601 -a,
_ 64a2+81ﬁ—72a2 _ 7134(127 OR — a\1/27_3 ~ 0712,

= () (5 -2 5 oo = Se e T -
_ 9a® + 4a® — 6a®>  7a® aV'7

16 =I5 RP = e ~ 0,661 - a.

A PQR héaromszog teriiletét az oldalak ismeretében a Heron-képlettel szamolhatjuk ki. Ehhez sziikségiink van a ha-
romszog keriiletének felére:

, _ 0,601a+0,712a +0,661a
B 2
tpor = V/s(s — PQ)(s — QR)(s — RP) = \/0,987a - 0,386a - 0,275a - 0,326a ~ 0,185 - a*.

= 0,987a.

A lemetszett tetraéder felszinét a négy haromszog teriiletosszege adja:
Aporp = 0,144a® + 0,217a* + 0,162a* + 0,185a* = 0,7084>.
A felszinek keresett ardnya a kovetkezs:

L q2
APQRD _ 0,708 a z0741'
Aapcp V3. a2

7. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a

3
sin? z + sin? (:v—i— g) + sin® (;[; — %) = 3

egyenletet. (16 pont)
Megoldas. Mindkét oldalt szorozzuk meg 4-gyel, és irjuk a kovetkezs alakban az egyenletet:
2 2
(2sin?a)” + [2sin? (o 4+ 7 )|+ [2sin? (2 = )] =

Tudjuk, hogy:

2

2sin? ¢ = (cos2x+sin2x) — (cos £C—SiIl2$) =1 — cos2x.

Ezt felhasznélva: - -
2 sin (a:—l— Z) —1—cos (2x+ 5) — 1+ sin 2z,

illetve:

2 sin? (:v— g) =1-—cos (296— g) =1—sin2z.

Ezeket a helyettesitéseket alkalmazzuk az eredeti egyenletiinkben:
(1 — cos 2z)* + (1 4 sin 22)* + (1 — sin 2z)* =
=1—2cos2z + cos® 2z + 1 + 2sin 27 + sin® 2z + 1 — 2sin 2z + sin® 2z =
= sin? 2z — 2cos 27 + 4 = 6.
Tovabb alakitva masodfoki egyenletet kapunk:

1 —cos?2x —2cos2x +4 =6,
cos? 2z +2cos2zx +1 =0,
(cos2z +1)* = 0.

Azaz cos2z = —1, amibdl a 2z = 7 + 2k7 (ahol k € Z) adodik.
Az egyenlet megoldasai: x = g + k7 (ahol k € Z).



8. Tekintsiik azy = (p — 1)z* + 2z — (p + 1) egyenletd paraboldkat, ahol p valds paraméter és p # 1.

a) Melyek ezek kizil azok a paraboldk, amelyek az x tengelyt két, egész koordindtdji pontban metszik, vagy egy egész
koordindtdju pontban érintik?

b) Irjuk fel p = 2 paraméter esetén a parabola 4 abszcisszdji pontjdn dtmend érinté egyenletét.

¢) Hatdrozzuk meg a p = 3 paraméter esetén az [1;3] intervallumon a parabola alatti terilet nagysdgdt. (16 pont)

Megoldas. a) Meg kell hataroznunk az (p — 1)x? + 2z — (p+ 1) = 0 paraméteres, méasodfoku egyenlet zérushelyeit:

—2+/4+4(p—1)(p+1) -2+2p -—1+p
2(p—1) S 20p—-1) p-1°

T1;2 =

p—1
Vagyis a zérushelyek: 1 = 1, 2o = p—l (Természetesen p = 0 esetén x1 = x2.)

Csak azt kell megvizsgalnunk, hogy az z2 milyen paraméterek esetén lesz egész, hiszen az x; mindig egész. Végezziik
el a kovetkezd atalakitasokat:
-p—1 —(p—-1)—2 2
To = = =-1-—:
p—1 p—1 p—1
A p—1 a2 osztdja kell, hogy legyen, vagyis a lehetséges értékei: —2, —1, 1, 2. Ezek alapjan p-re négy megfelels szamot
kapunk: —1, 0, 2, 3. A feladat feltételeinek eleget tevs parabolék:

y=—-22>+2, y=-2’>+22—-1, y=a>+2zx-3, y=22>+2z—4.
b) A p = 2 paraméter esetén a parabola egyenlete a kovetkezs lesz:
y=x>+2x—3.
Tudjuk, hogy az érinté meredekségét minden helyen a derivalt adja:
(;v2+2:1c—3)/ =2x + 2.

Vagyis a 4 abszcisszajiu pontban 2-4 + 2, azaz 10 lesz az érinté meredeksége. A 4-es abszcisszahoz 42 +2-4 — 3 = 21-es
ordinéta tartozik. Vagyis a (4;21) koordinataja ponton athalado 10-es meredekségl egyenes lesz a keresett érintd:
y—21=10-(z —4),
y = 10z — 19.

¢) A p = 3 paraméter esetén a parabola egyenlete a kovetkezs lesz:
y =222 + 2z — 4.

A gorbe alatti teriiletet a kovetkez6 hatarozott integral adja:

p 3 22 3 2 52
2 20 —4) dx = — 4+ 2- ——4 =1849—-12—=-—-14+4=—.
/ :E—i—:lc )x 3+ 5 :Cl + 3 + 3
1

52
Vagyis a p = 3 paraméter esetén az [1; 3] intervallumon a parabola alatti teriilet 3

9. Harom kilénbozd egyenes korkiprol tudjuk, hogy az alapkéreik sugara és a kiupok alkotor rendre egy-eqy azonos
differencidjui szamtani sorozat hdirom egymdst kévetd elemét adjak. Mutassuk meg, hogy a kipok felszine nem lehet eqy
szamtani sorozat hirom egymdst kévetd eleme. (16 pont)

Megoldas. Az alapkorok sugarai legyenek: r — d, r, r + d, az alkotok pedig: a — d, a, a + d. Ekkor a harom kuap
felszine:
Ay =7(r—d)(a—d+r—d), Ay=mr(a+r), Az=mn(r+d)(a+d+r+d).

Ha A;, As, A3 egy szamtani sorozat harom egymast kovetd eleme lenne, akkor az As — Ay = Ay — Ay egyenlGségnek
kellene teljesiilnie. Szamoljuk ki ezeket a kiilonbségeket:
As—As=m(r+d)(a+r+2d)—mr(a+7r) =
= w(ar +ad+ 1% 4+ rd + 2rd + 2d*> — ar — r2) = ﬂ'(ad—l— 3rd + 2d2),
As — Ay =mr(a+r) —m(r—d)(a+r—2d) =
zﬂ(ar—i—r —ar +ad —r? +7“d+2rd—2d2) zw(ad+37“d—2d2).

Lathato, hogy a két kiilonbség csak d = 0 esetén lehetne egyenls, de a kapok kiilonbozéek, ezért d # 0.
Vagyis a kipok felszine nem lehet egy szamtani sorozat harom egyméast kdvetd eleme.



