Teleszkopikus 6sszegekrdl, avagy kalandozasok egy versenyfeladat koriil II.

5. Kitérs: Abel tétele

A 4.3. tétel a = 1 esetének 4. szakaszbeli bizonyitasa kapcsan érdemes egy rovid kitérst tenniink, hogy megismer-
kedjiink Niels Henrik Abel (1802-1829) norvég matematikus egy eredményével. A (20) Gsszeg helyett most a

n dk}
22 n=23,...
(22) ,;DH ( )

alaku 6sszegeket fogjuk tanulmanyozni. Az 6tlet, amelyet az alabbiakban ismertetiink Abelt6l szarmazik. ElGszor irjuk
at a (22) Osszeget a kovetkezs alakba:

"L dy ~ Dy =Dy~ ( Dy
(23) ];2 Dry Zﬁ B Z (Dkl - 1) '

k=2 k=2

Ezutan alkalmazzuk az
(24) In(l+z) <z (x> -1)

egyenl6tlenséget (ahol In az e alapt, méas szoval a természetes logaritmust jeloli; az e ~ 2,718 szamrol bévebben lasd
a [3] cikket). Ez egyszerien kovetkezik abbol, hogy az In (1 + z) fliggvény érintéjének meredeksége az x = 0 pontban
z (In(1+ x))l =1/(1 4 x) derivalt 0-beli értéke, vagyis 1, tehat az érints az y = = egyenletd egyenes.

y x
In(1+x)

—1%0 @

3. dbra. n(1+z) <z

Mivel az In (1 + z) fliiggvény konkav, ezért a grafikonja tetszsleges érintGje alatt fekszik, amibdl In (1 + z) < z régton
adodik (lasd a 3. dbrdt). Ekkor a (24) egyenlStlenségbdl kbvetkezGen

n n n

Dy,
In =Y (InDg —InDg_1).
> (5 1) 2 e SR

k=2

Ez utobbi ismét egy teleszkopikus Osszeg, igy végiil a (23) egyenlGség alapjan azt kapjuk, hogy
Z D—k n —In D1 .
k=2

Ezzel belattuk Abel egy 1828-ban igazolt tételét.

5.1. tétel (Abel, 1828). Legyen (d,,) tetszdleges pozitiv tagi valds szémsorozat, amelynek Dy, := > di (n=1,2,...)
részletdsszeg-sorozata felilrél nem korldtos. Ekkor a =

osszegek sorozata felilrdl nem korldtos, vagyis a

> d
>
k=2

sor divergens. Ervényes tovabbd a kivetkezd becslés:

>

—lnDl.



5.2. megjegyzés. Abel talan legismertebb eredménye az 6t0d- és magasabb foka egyenletek gyokjelekkel valo meg-
oldhatatlansaganak bizonyitdsa. Ez annyit jelent, hogy a masod-, harmad- és negyedfokd egyenletekkel ellentétben,
nem létezik dltalanos megoldoképlet magasabb foku algebrai egyenletekre. Abel ezenkiviil maradandét alkotott tobbek
kozott a csoportelmélet, az elliptikus fiiggvények, a sorelmélet teriiletén is. Nagyon fiatalon, 26 éves kordban halt meg
tiidégyulladasban.

Az Abel-Dini-féle tételekrdl a [8] konyv 1. kotetének 586-589. oldalain, illetve a [2] kényv 290-293. oldalain ol-
vashatunk, ahol megtalalhatok az idézett eredmények eredeti hivatkozasai is (a [2] konyv a sorelmélet alapmive,
amely digitalisan elérhetd a [11] archivumban). Az el6zGekben mi is e két konyv felépitését kovettiik, néhol kiegészitve
az eredmeényeket. A [4, 6, 9] konyvek rengeteg kidolgozott feladatot tartalmaznak a sorok témakorébdl, és kifejezetten
ajanlhatok kozépiskolasok szamara. A végtelen sorok torténetérdl a kivalo [4] konyvben és a [7] cikkben olvashatok
tovabbi érdekességek.

6. Alkalmazas: hiperharmonikus sorok

Miutén a 2.10. problémat kimeritGen megoldottuk, kdvetkezhetnek az alkalmazéasok. Kezdjiik rogton a kiindulasi
OKTYV feladatunkkal. Amint a 4. szakasz elején Oresme kondenzécios modszerével lattuk, hogy a

n=1,2,...)

> =

(25) h(n) =)
k=1

sorozat feliilr6l nem korlatos, igy Dini tételébdl kovetkezSen oo > 1 esetén

Z": L 1 1
= khe(k) ~ (a-1)DFT1 a1

ami o = 2 esetén az OKTV feladat allitasat adja (s6t Dini tételébdl azt is tudjuk, hogy a kérdéses sorozat o < 1 esetén
feliilr6l nem korlatos).
A (h(n)) részletdsszegek altal meghatérozott

sort szokas harmonikus sornak nevezni. Ennek divergencidjara talan az emlitett Oresme-féle bizonyités a legismertebb.
Az érdekesség kedvéért mutatunk még egy gondolatmenetet, amely Pietro Mengoli (1626-1686) olasz matematikustol
szarmazik. A kozvetleniil (vagy a szamtani és harmonikus kozepek kozotti egyenl6tlenség segitségével) igazolhato
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(26) r—1 = zx+1

3
— 1
>$ (x >1)

egyenlStlenség alkalmazasaval (és a (25) jeloléssel)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
h(3n+1)=1+§+§+Z+g+6+?+...+3n_1+3—n+3n+1>
>3 >3 > 5
>1+1—|—1+1+ —l—l 1+ h(n)
2 3 n ’

amib¢l azonnal ad6dik, hogy h(4) > 2, h(13) > 3, h(40) > 4 stb., vagyis a (h(n)) sorozat feliilr6] nem korlatos. Vegyiik
észre, hogy a fenti Mengoli-féle bizonyités is a kondenzacié modszerére épiilt.
A harmonikus sor részletosszegeire Abel tétele alapjan az is igaz, hogy

n L _n—ll -
Zk—l Il
k=2 k=1
vagyis
"1
(27) g Z >1In(n+1).



6.1. feladat. Mutassuk meg, hogy
(28) >
k=1

(Utmutatds: alkalmazzuk a (24) egyenlStlenséget © = —1/k valasztassal.)

<lIlnn+1.

ol

A (27) és (28) becslésekbdl (amelyeket érdemes Gsszevetni a korabbi (17) becslésekkel) jol lathato, hogy a harmo-
nikus sor részletdsszegei ugyan feliilr6l nem korlatosak, am ,rendkiviil lassan” nének: példaul ahhoz, hogy az Gsszeg
100-nal nagyobb legyen koriilbeliil 1,5 - 10 tagot kell 6sszeadni.

Valojaban igazolhato (lasd az [5] konyv 2. kdtetének 196-197. oldalait vagy a [9] konyv 69. oldalan a 32. feladatot),

hogy létezik és véges a

. 1
v = nhﬁn;o <Z T lnn)
k=1
hatarértek, amelyet Fuler-féle dllanddnak szokas nevezni. A hatarérték Leonhard Euler (1707-1783) egy 1734-es cik-
kében jelent meg elGszor, értéke harom tizedes jegyre kerekitve 0,577. Maig megoldatlan kérdés, hogy v raciondlis vagy
irraciondlis szam-e. Végiil érdekességképpen megemlitjiik, hogy a harmonikus sort a primszamok reciprokosszegére
ymegritkitva” még mindig divergens sort kapunk (lasd az [5] konyv 2. kotetének 210-213. oldalait), viszont a 9-es
szamjegyet nem tartalmazo pozitiv egész szamok reciprokosszege véges (lasd az [5] konyv 2. kotetének 198-200. olda-
lait).
Dini tételének masik alkalmazasaként tekintsiik djra a di = 1 konstans sorozatot. Ekkor azt kapjuk, hogy a

"1
Zk—a (n=2,3,...)
k=2

Osszeg 0 < a < 1 esetén feliilr6l nem korlatos, azonban « > 1 esetén feliilrél korlatos. Ez azt jelenti, hogy a

8

1
(29) 1 T

>
Il

ugynevezett hiperharmonikus sor oo > 1 esetén konvergens, 0 < a <1 esetén pedig divergens.

_6.2. feladat. Igazoljuk a kondenzaciés modszer segitségével (lasd a (16) becslést), hogy a (29) sor konvergens.
(Utmutatds: egy 2" hosszi szelet minden tagjat becsiiljiik feliilrél a legnagyobb taggal.)

Specidlisan a = 2 esetén kapjuk, hogy a

1

(30) -

M8

b
I

1

sor konvergens, amely 6sszegének konkrét meghatarozasat elszor Pietro Mengoli vetette fel. A kérdés akkor valt igazan
ismertté, és ragadt ra a bazeli probléma elnevezés, amikor a svajci Bazel varosabol szarmazoé Bernoulli csalad egymassal
folyton versengs matematikus fivérei, Jakob (1654-1705) és Johann (1667-1748) elkezdték torni a fejiiket rajta. Jakob
Bernoulli 1689-ben belatta, hogy

"1 - 1 1
31 — <1 S -
(31) ;k% +kz::2(k—1)k "

(Lényegében ezt a becslést hasznaltuk mi is a 2.5. allitds bizonyitasdban.) Megjegyezziikk azonban, hogy Bernoulli
nem teleszkopikus 0sszegként valo felirdssal kapta az utoébbi egyenlGséget, hanem kissé bonyolultabban. Els6ként Isaac
Newton (1643-1727) irta fel teleszkopikus Osszeg alakban 1715-ben.

A (30) sor osszegét végiil Leonhard Euler (1707-1783) hatéarozta meg elGszor, aki ugyancsak Bazelbdl szarmazott,
és a tanitoja Johann Bernoulli volt, t6le ismerte meg a problémat. Euler 24 éves koraban az 6sszeget tobb tizedes jegy
pontossaggal kiszamolta, és a kovetkezs sejtésre jutott, amelyet 3 év milva, 1734-ben igazolni is tudott:

1 2
2 E — = —.
(32) P k2 6

Az eredmény és Euler bizonyitasa bamulatos, ahogy Johann Bernoulli fogalmazott: ,Barcsak a batyadm megérhette volna
ezt!” (Euler bizonyitasat illetGen lasd a [7] cikket; Euler eredeti cikke és angol forditasa elérhetd a [10] archivumban
az E41 jelzéssel; tovabbi bizonyit4sok olvashatok az [5] konyv 2. kotetének 207-210. oldalain vagy a [9] konyv 74. oldalan
szerepld 75. feladat megoldasaban, illetve a [4] konyv 45-58. oldalain.) Megjegyezziik, hogy 72 /6 ~ 1,645, amibdl képet
kaphatunk a (31) becslés pontossagarol (vagy inkabb pontatlansagarol).



Késébb Euler altalanosan is megmutatta, hogy

i 1 (—nmtigemoipg, o
— — rm
Pt k2m (2m)!

ahol Bs,, jeloli az tgynevezett Bernoulli-szamokat. Példaul B, = 1/6, By = —1/30, Bg = 1/42, igy kapjuk a (32)

Osszefiiggeést, illetve
4

=1 ™ . =1 76
>wTw ¥ X on
k=1 k=1

Paratlan kitevd esetén nem ismert zart alak a hiperharmonikus sor Osszegére, s6t a paratlan esetben o = 3 kivéte-
lével még azt sem tudni, hogy az érték raciondlis vagy irracionalis-e. Az o = 3 esetben irracionélis, ezt Roger Apéry
(1916-1994) francia matematikus 1978-ben Helsinkiben a Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson tartott elGadasaban
igazolta.

A szakaszt egy masik érdekes sorral zarjuk.

6.3. feladat. Mutassuk meg, hogy a

=1
kzﬂklnak

sor pontosan a > 1 esetén konvergens. (Utmutatds: a (27), (28) dsszefiiggések segitségével majoraljunk, minoraljunk és
hasznéaljuk a szakasz elején tett megallapitasokat; oldjuk meg a feladatot a kondenzécios modszerrel is, lasd a [9] konyv
342. oldalan a 4/f feladatot.)

6.4. megjegyzés. Louis Olivier, akinek kilétérdl szinte semmit sem tudni, 1827-ben egy cikkében azt allitotta, hogy
o0

1
ha na,, — 0, akkor a > aj, sor konvergens. A 6.3. feladat alapjan latjuk, hogy ez nem igaz, hiszen n o nn — 0,
) k=1 nlnn nn
de a > Wik sor nem konvergens. Olivier allitdsat Abel céfolta meg 1828-ban az iménti példaval, illetve igazolta

k=1
az 5.1. tételt. S6t, megmutatta, hogy nincs olyan p(n) fiiggvény, amellyel egy sor pontosan akkor konvergens, ha
o(n)a, — 0.

7. Kapcsolat: egy 1989. évi OKTYV feladat

Kiindulasi OKTYV feladatunk kozeli rokonsaghan all egy 23 évvel ezel6tti feladattal (ki tudja, talan a kitiiz6 személye
is ugyanaz). Az 1988/1989. tanévi matematika OKTV donts forduldjaban a II. kategoria (akkoriban alaptantervi
gimnazistak) szdmara kittizott 3. feladat a kovetkezs volt (lasd a K6MaL 1989. novemberi szaméanak 354-357. oldalait,
illetve a [12, 15] honlapokat).

7.1. feladat (OKTV 1988/89). Bizonyitsuk be, hogy ha n tetszés szerinti, 3-nal nem kisebb pozitiv egész szamot
jelol, akkor

(33)
A feladat megoldasaval ismét érdemes elGszor onédlldan megprobalkozni, talan az el6zéek alapjan mar nem olyan
nehéz. Miel6tt ratérnénk a hivatalos megoldasra, csabitonak ttinik Dini tételének alkalmazésa, hiszen a (33) egyenl6t-

lenség bal oldala majdnem a hiperharmonikus sor egy részletosszege o« = 3 esetén. A d1 =2, dp, =1 (k> 2) ésa =3
valasztassal Dini tételébdl azt kapjuk, hogy

Zn:dk71+1+ L1

D? 33 43 77 3 T 2.22 8
k=2

Emogott a (14) becslés all, amely most a kozvetleniil is ellendrizhetd

11+ 1
k3 =2\ (k-1 K2

alakot Olti. Latjuk, hogy ebbdl az egyenlGtlenségbdl a (33) dsszegre nem adodik a kivant felss becslés, ezért egy erdsebbel
kell probalkoznunk. Azonnal kinalkozik, hogy a (31) 6tlet mintajara a (k — 2)(k — 1)k < k® becslést hasznaljuk. Vilagos,



hogy a végén minél pontosabb fels6 becslést szeretnénk nyerni a (33) egyenlétlenség bal oldalara, ezért vegyiik észre,
hogy az elébbinél van egy még jobb becslés, mégpedig (k — 1)k(k + 1) = k* — k < k3. Ez utoébbit alkalmazva

n 1 n
(34) 2 = Z k +1)
k=3 k:3

Adodik a kérdés, vajon (34) jobb oldalat fel tudjuk-e irni teleszkopikus Osszeg alakban? A valasz, igen, méghozza
1

1+ —(k—1) 1 1 1
(35) = Dk(e+1) 2 (k= Dh(k+1) _§<®—Uk_k%+10'
G| "1 1 1/ 1 1 1
255 < kz_:§< k(k+1))_§<ﬁ_7n(n+1))<ﬁ’

amit bizonyitani akartunk. Megjegyezziik, hogy a (35) atalakitas helyett alkalmazhat6 az alabbi ugynevezett parcialis
tortekre bontas is (amelybdl a (26) egyenlStlenség is azonnal adodik):

Ekkor

! (21
(k—Dk(k+1) 2\k—-1 &k k+1)°

Am ezt Gsszegezve kissé bonyolultabb teleszkopikus 6sszeget kapunk, amelyben majdnem minden tag kétszer (+1) és
egyszer (—2) szorzoval szerepel. Oda kell tehat figyelni, hogy mi esik ki, és mi marad a végén, a részletek kidolgozasat
az Olvasora bizzuk. A (34) becslés pontossagat illetGen megemlitjiik, hogy a bal oldal értéke kozelitsleg 0,077, mig
1/12 ~ 0,083.

A fentiek alapjan azonnal adodik a kovetkezs altalanos Osszefiiggés, amelyet mar Mengoli is ismert (1650-es mii-
vében szamos hasonléd Osszeget kiszamolt). E formula lehetSséget ad a (33) egyenlStlenség tetszéleges kitevore vald
altalanositasara, amelyeket az Olvaso onalléan meggondolhat.

7.2. allitas. Legyen m régzitett pozitiv egész szam. Ekkor

1 1 1 _
1-2-...-(m+1)+2-3-...-(m+2)+"'+n(n+1)-...-(n+m)_

1 1

m(l-..1.~m_(n—|—1)-

~m+m0'

Veégezetil a 7.2. allitas ,parjat” tlzzik ki feladatként (tovabbi feladatok talalhatok a [6] konyv 10., valamint 18-19.
oldalain).

7.3. feladat. Legyen m rogzitett nemnegativ egész szadm. Ekkor

1-2-...-(m+1)4+2-3-...-(m+2)+...+nn+1)-...-(n+m) =
1
:m+2n(n+1)-...-(n+m+1).

(Utmutatds: sejtsiik meg a teleszkopikus 6sszegként valo felirast.)

8. Raadas: hatvany- és trigonometrikus 6sszegek

Cikkiink lezarasaként a teleszkopikus 0sszegeknek még néhany alkalmazasi lehet&ségét mutatjuk be. Bizonyara so-
kan ismerik Carl Friedrich Gaussrol (1777-1855) a kovetkez6 anekdotét (a torténet hitelességében tobben kételkednek).
A kis Gauss tanorai rossz viselkedése miatt biintetésiil egyszer azt a feladatot kapta, hogy az 1+ 2+ ... 4+ 99 4+ 100
Osszeget szamitsa ki, am Gauss, tandra oridsi meglepetésére, masodpercek alatt megadta a helyes valaszt. Az Gtlete
az volt, hogy parokban adjuk Ossze a szdmokat, 1 + 100 = 101, 2 + 99 = 101, ..., 50 + 51 = 101, és mivel 50 ilyen part
tudunk képezni, igy az 6sszeg 101 - 50 = 5050.

Most egy masik méodszert mutatunk az els6 n pozitiv egész szam 6sszegének meghatérozasara, amely altalanosithaté
hatvanyGsszegekre is. Csupan azt az egyszert észrevételt kell hasznalnunk, hogy (k + 1)2 — k? =2k + 1, amelyet k = 1-
t6l n-ig Osszegezve a bal oldalon egy teleszkopikus Osszeg jelenik meg, igy

n

(n+1)° i (k+1)°—k?) =) (2k+1) = 22k+21—22k+n
k=1 —1

k=1



ahonnan

(36) zn:k "+1).

k=1

Vegyiik észre, hogy a 7.3. feladat m = 0 esetén éppen a (36) Osszefliggést adja, ezért érdemes végiggondolni milyen
bizonyitast nyeriink ezaltal erre az Gsszefiiggésre.
Az el6bbiek mintdjara hatarozzuk meg zart alakban az elsé n pozitiv egész szam négyzetosszegét:

124224 42 =?
Most a (k + 1) — k% = 3k + 3k + 1 azonosségot dsszegezziik 1-t61 n-ig, igy

(n+1)° :zn: (k+1)° 3Zk2+32k+21
k=1

Ebbdl kovetkezben a mér ismert (36) Osszefliggeés felhasznalasaval

Zk2:%<(n+1)3—l—w—n) :%(n—i—l) ((n—l—l)z—l—gn),

tehét

(37) i 2 n(n+ 1)6(2n + 1)-
k=1

Természetesen, ha valaki ,megsiagta” a (36) és (37) Osszefiiggéseket, akkor teljes indukcioval kénnyen igazolhatjuk
azokat (gondoljuk at a bizonyitasokat). A fenti gondolatmenet azonban eljarast is ad hatvanyosszegek meghatarozasara
tetszbleges pozitiv egész kitevs esetén.

8.1. feladat. Adjuk meg zart alakban a
P22+ 40 e 1M420 4.+t
Osszegeket.

Még hosszasan sorolhatnank a kiilonféle alkalmazasokat, amelyekben teleszkopikus 6sszegek fordulnak el, izelit&iil
néhany trigonometrikus Gsszefiiggést emlitiink meg feladat formajaban. Két klasszikus Osszefiiggés, amelyek a sorok
elméletében gyakran felbukkannak, az alabbi (lasd még a [6] konyv 40-41. oldalait és az [1] feladatgytjtemény II. ko-
tetének 423. feladatat).

8.2. feladat. Igazoljuk, hogy x # 2kn (k € Z) esetén

2n+1
. ) ) cos & — cos ( "JQF )z

sinz +sin2z + ...+ sinnx = —

2s1n5

és i1

sin%—sin%

coST + cos2x + ...+ cosnxr = —

2sin 2

2
(Utmutatds: hasznaljunk a sin u sinv szorzatra vonatkozo6 addiciés Osszefiiggést.)

Veégiil egy ,kemény di6” a KéMaL 2004. decemberi szamanak B. 3781. feladata (amelynek nem teleszkopikus
Osszeget hasznalé mintamegoldasa olvashato a 2005. oktoberi szam 413-414. oldalain, lasd a [12] honlapot).

8.3. feladat. Hatarozzuk meg a Z arcctg (2n ) Osszeg értéket, ahol arcctg a ctg fliggvény (0, 7) intervallumon

vett inverzét jeloli. (Utmutatds: alkalmazzunk az (arcctgu — arcctgv) kifejezésre vonatkozo addicios Osszefiiggést.)

9. Zarszo

Az el6zGekben egy versenyfeladat kapcsan szdmos matematikussal és eredményeikkel, valamint ehhez kapcsoldédo
érdekességekkel ismerkedtiink meg. Az emlitett matematikusok miiveinek nagy része egy kattintassal mindenki szamara
(legalisan) elérhetd a vilaghalon (az életrajzokat illetGen a kivalo [13] oldalt ajanljuk, eredeti cikkek pedig a [14] archi-
vumban talalhatok). Nagyszerd matematikusok eredeti gondolatainak és Gtleteinek olvasasa nemcsak élvezetes (néha
faradtsagos), hanem a nyelvtanulas szempontjabol is hasznos tanar és didk szamara egyarant. RemélhetGen a cikkel
tobbek érdeklsdését sikeriilt felkelteni, vagy még jobban elmélyiteni a problémamegoldas és a matematikatorténet
irdnt.
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