Egy nehéz Arany Daniel feladatrol
és egy szokatlan egyenl6tlenségrol
I. rész

Bevezetd

A 2012/2013-as Arany Daniel matematika verseny dont6i soran az alabbi feladat bizonyult a legnehezebbnek:

2013 wvalds szdmra fenndll:
ay > az > az > ...> a2 > az13 > 0, valamint

61
(N) a§4+@§5+---+a§01321-
Igazoljuk, hogy a1 + az + az + ... + a2 + az013 > V2013!
Lehet-e a fenti 2013 tagi dsszeg pontosan v 20137

Egy teljesnek mondhat6 megoldéas sziiletett, és 1ényeges részeredményekig is csak néhany versenyzs jutott el a ver-
seny soran. Az els6 részben t6bb megoldast mutatunk a feladatra, a folytatasban pedig a megoldasokban rejtett vagy
kevésbé rejtett modon felhasznalt szokatlan egyenlGtlenséget vizsgaljuk meg.

A cikk atnézéséért koszonet illeti Frankl Norat, Csajbok Bencét és Forras Bencét, akik sokat segitettek a hibak és
pontatlansagok javitdsadban.

Tudva, hogy a térténetek még a matematikdban sem érnek véget, az iddsebbik szerzd szeretettel ajanlja a budapesti
Fazekas Mihdly Gimndzium 11.c osztdlydnak ezt az epizddot.

1. megoldas. ,Vegyiik észre! ...”

Ez volt a ,hivatalos” megoldds. Csupa egqyszeri észrevételbdl jon ki — mint példdul 2013 = 61 - 33, meg hogy nagyobb
pozitiv szamok szorzata nagyobb ... Taldn ezért olyan reménytelen rdtaldlni.

Tekintsiik a 2013 szdmot egy véges, monoton csokkend szamsorozatnak. A szamok Osszegét jeloljiik S-sel, az elss
33 tag Osszege legyen S7, a tovabbi tagoké pedig Ss. Erre a két részre egymastol fiiggetleniil keresiink alsé becslést.
Kideriil majd, hogy ez a két becslés egyéltalan nem fliggetlen, s6t . ..

(1) S1=ai1+ax+...+as3 > 33-ass,

hiszen a sorozat monoton csokken.

Sy becsléséhez elgszor is cseréljiink ki minden egyes a2 tagot az (N) egyenlétlenség bal oldalan a nala (ugyancsak
a tagok monoton cstkkenése miatt) nem kisebb ass - ai tagra. Ezzel a négyzetosszeg nd, de éppen igy lesz ebbdl alsd
becslés Ss-re.

61
(2) vy <ajy+tazs+ ... +adys < ass-(azq+azs+ ...+ a3).

Sa

Mivel ass pozitiv — miért? — oszthatunk vele:

61

3 Sy > .
3) *= 4ag

Ha osszeadjuk (1)-et és (3)-at:
61
S=51+S5 >33 a33+ ,
4. ass

akkor a szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenltlenséggel minden a helyére keriil:

61 61
S >33-a33+ >2-4/33-as3 - =v2013.
4-azs 4-as3

Ezt kellett bizonyitani.
Az egyenlGséghez az kell, hogy valamennyi becslésiinkben egyenléség alljon. Az utolsé becslésben tehat

61 61
33-(1332 4-0,337 azaz assz = 4—33




Az (1) becslés miatt az els6 33 tag egyenls kell legyen: a1 = a2 = ... = ass.
A (3) becslés miatt pedig valamennyi (k > 33) tagra aj = asz - ax. Bz pontosan akkor teljesiil, ha ay = asz vagy

ap = 0.
61

Mivel most a3, + a3s + ...+ asp3 = = 33 - a3;, ez a monotonitas miatt csak tgy lehetséges, ha asy = azs =

4
/ 61
S = Qg = 132’ a tovabbi tagok értéke pedig nulla.
.. 61
Osszefoglalva: egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha a sorozat els 66 tagja egyenls — a kozos értékiik 139

a tovabbi tagok pedig szintén egyenldk, értékiik 0.

Megjegyzések: 1. 2009-ben a bosnyak olimpiai csapat valogatéversenyén szerepelt egy hasonlé példa, amely az ezen cikk
végeén kittizott feladatok koziil az elsé.
2. Ha a megszokas altal vezérelve azt feltételezziik, hogy egyenld a;-k esetén minimalis S, akkor nagyon rossz becslést kapunk:

61
2013 - | ———— > V31 209.
1 (2013-33) ~
3. A megoldas lényegesen lerdvidithets, ha a (2) becslést az ass helyett az a1, ..., ass szamok atlagaval irjuk fel:
61 a1 +...+a S18
T <ads+ ...+ adous < ass(asa + ...+ azor3) < 2% 33 3 (ass + ... + ag0i3) = ;32.

Ezutan a szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlStlenséget alkalmazva,

S=514+82>2v515 >2 33~% =+/2013.

2. megoldas. ,,A sakkjatszma ...”

(Janzer Barnabds dolgozata alapjdn)

Az S dsszeget most is az elsd megoldds S, és So részeire bontjuk. Az S1 tagjai minden tovdbbi nélkil csokkenthetdk
igy, hogy valamennyien a pozitiv ass-gyel legyenek eqyenldk, ezzel sem a feltételek nem wvdltoznak, sem pedig a bizo-
nyitandd dllitds. Az Sy 0sszeg tagjait probdaljuk majd mddositani vgy, hogy a négyzetdsszeqiik ne csdkkenjen — és igy ne
sériljon az (N) feltétel — az dsszegiik pedig ekézben lehetdség szerint ne ndjon. Mint majd kideril, adott négyzetisszeg
mellett So akkor lesz a legkisebb, ha a tagok valamilyen értelemben tdvol vannak egymdstél. A tamadds eszkoze ezért
eqy ,,s2€thuzo” algoritmus lesz. Hogy aztdn sikeril-e a tamadds, az majd elvdlik . ..

/61
ElGszor is ,gszrevessziik”, hogy ha a1 = as = ... = ags = 132’ és agy = agg = ... = ago13 = 0, akkor egyenlGség

teljestil, vagyis a; + a2 + ... + az013 = V2013.

Ezutan megmutatjuk, hogy minden mas esetben tudjuk tgy médositani az a; szdmokat, hogy a feltételek érvényben
maradjanak, a szdmok Osszege ne ndjon, és végiil legalabb v2013 legyen.

Az els6 szandéku terv a kovetkezs: az asq, ass, ... szdmokat 1épésenként parosaval modositjuk agy, hogy a négy-
zetOsszegiik egyaltalan ne valtozzon, a kis indextiiek — a nagyok — as4-hez, a nagy indextiek — a kicsik — pedig a 0-hoz
kozeledjenek. A kovetkezd lemma szerint ez a modositas nem noveli (altalaban csokkenti) a szamok Osszegét.

F-lemma: Ha x > y > 0, és x-et megndéveljik, y-t pedig csokkentjik (de legfeljebb nulldig) gy, hogy az uj szdmok
négyzetisszege megegyezzen az x4+ y> sszeggel, akkor a kapott szamok Gsszege nem nagyobb, mint x 4 y.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy © >y > 0. Legyen a,b > 0 és
w4y’ = (@ +a) +(y-b)"
Innen 2yb — 2xa = a® + b* > 0, vagyis yb > za. Ez csak gy lehetséges, ha b > a, hiszen y < x. Tehat

r+a+y—b=z+y—(b—a)<z+y.

Megjegyzés: Az allitas leolvashaté az dbrdrdl is: ha x > y, akkor a P az AB nyolcadkoriven van, igy pedig P-bél az A felé
a koriven elmozdulva a koordinatak négyzetosszege nem valtozik, az 0sszegiik pedig csokken.



N\ Plaiy) >y

P'(z'sy)
Py <z+y

Rogzitsiik tehat asq értékét. A sorozat elsé 33 elemét a megallapodas szerint csokkentsiik asq-re, és ezutdn mar
ne zaklassuk Gket. A 34-nél nagyobb indexii elemeket péarosaval  huzzuk szét”; bar az abra alapjan kifejez6bb volna
egy-egy szampar, illetve a megfelels pont ,elforgatasarol” beszélni.

El6szor az (ass, azo13) part forgatjuk el: ha ass értéke eléri asq-et, vagy ag013 eléri nullat, megallunk. A koévetkezd
parhoz mindig vessziik a legkisebb indexd olyan elemet, amely kisebb as4-nél, és a legnagyobb indext olyat, amely
még pozitiv, és veliik folytatjuk az eljarast. A két lehetGséget mutatjak az dabrak.

] 1. eset: agqy <7 -
P-t elforgatjuk Asy-be

2. eset: agy > 1
P-t elforgatjuk A(r;0)-ba

Plai;a;) a; > a; P(a;;aj) a; > aj

Asy(asa; yl)

a34/ a3q

Az els6 esetben a sorozat asys-gyel egyenls elemeinek a szama novekszik eggyel, a masodikban pedig a sorozat végén
1évs nullaké. Az eljaras tehat véges sok lépésben befejezidik, elfogynak az elforgathaté parok. A lépések soran a négy-
zetosszeg nem valtozik, a sorozat marad monoton csokkend és a szamok Osszege csokken. Kétféleképpen maradhatunk
elforgathatd par nélkiil:

i) a sorozat minden pozitiv eleme az4-gyel egyenls, a sorozat z,x,...,x,0,...,0 alakuy;
i1) a sorozatnak egyetlen olyan pozitiv eleme van, amely kisebb as4-nél, a sorozat x,z,...,z,y,0,...,0 alaka, ahol
x>y >0.

Az persze mindkét esetben megeshet, hogy a sorozat végén egyaltalan nincsenek nullak, de ennek nincs jelentsége.
Az els6 esetben gyorsan kapjuk a bizonyitandé allitast. Ha a fenti i) sorozatnak Osszesen 33 4+ m darab pozitiv,
egyenként = értéki eleme van, akkor az eljaras e sorozat elemeinek a ,levagott” négyzetosszegére is biztositja, hogy

61

ma? > Q ahonnan x > 4{/—
=4’ = Vidam-

Mivel a forgatasok soran a sorozat elemeinek az Gsszege nem nétt (altalaban csokkent), azért

a1+a2+"'+“20132(33+m)x2(33+m)'\/j <33 \/> \/>)

A jobb oldalon két szam szamtani kozepe all, amelyek meértani kozepe éppen v 2013, és igy az allitas ebben az i) esetben
valoban igaz.

A megoldés befejezs részében megmutatjuk, hogy bér forgatni a masodik esetben mar nem tudunk, ahhoz ugyanis
egy parra volna sziikség 0 és x kozott, de a ,teljes mezdny széthtuzasaval” most is eljuthatunk egy alkalmas, i) tipusa
sorozathoz, amelyben tehat mér csak egy pozitiv érték fordul el§. Azt pedig az imént lattuk, hogy ilyenkor hogyan
fejezhets be a megoldas. Most azonban valtoztatunk a stratégian: nem a szamok négyzetdsszegét tartjuk meg, hanem
az Osszegliket, mégpedig gy, hogy az els6 33 elem elhagyédsa utdn megmarado6 szamok négyzetsszege — az (N) feltétel
erre a ,levagott”’ négyzetdsszegre vonatkozik! — ekdzben novekedjék vagy legalabbis ne cstkkenjen. Mindenesetre adott
sorozat esetén jeloljiik ezt az a3, + a35 + ... + a3y Osszeget Q(a),,-gyel.

Hogy az élet ne legyen olyan egyszert, ezt a széthuzéast masként kell csinalni akkor, ha az ii) sorozatnak viszonylag
sok pozitiv eleme van és méasként akkor, ha kevesebb. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy az i) sorozat
elhagyott elemeinek a szadma, 33, milyen viszonyban all m-el.



L eset: 33 < m. Ekkor az ii) sorozat y tagjat O-ra cseréljiik, értékét pedig igazsagosan szétosztjuk az Osszesen
(33 +m) darab pozitiv, egyenként x értékd pozitiv tag kozott. Az 4j, immar 4) tipusa sorozat

F &, ..., 5,0,...,0 alakq, ahol 7=+ —2
—_——— 33+m
33+m

A kapott nemnegativ elemi & sorozat monoton csokkens marad, elemeinek Gsszege pedig nem valtozott. Meg kell
mutatnunk, hogy az (V) feltétel sem sériilt, a levagott négyzetdsszeg nétt, azaz

2
Q(x)34 = ma® +y* < Q(T)za =m (iL‘ +33 f_ m) :
A jobb oldal értéke nem nd6, ha a nevezGben 33 + m értékét 2m-re noveljik. Beszorzas és rendezés utan kapjuk,
hogy elegendd, ha
dmy? < dmay + y2,

ez pedig 0 < y < x miatt ,yastagon” igaz.

Ha viszont m < 33, akkor ez a becslés nem miikodik (tessék ellendrizni!) és igy az i) sorozat fenti modositésa
nem vezet eredményre. Ezt a bonyodalmat a megoldas ismertetése kozben, a ,tabla mellett” atlatni, megemészteni
a kudarcot és hideg fejjel itt is megtaldlni a nyeré kombinéciot ... braviros teljesitmény!

II. eset: m < 33. A megold6 ebben az esetben az 6sszesen 34 + m darab pozitiv elem mindegyikét az atlagukkal,

(33—|—m)3:—|—y_

|
34+m me

Tr =
helyettesiti. A sorozat elemeinek az Gsszege nem valtozik, igy a mar latottak szerint most is annyit kell megmutatni,
hogy a leviagott négyzetosszeg nem csokkent, azaz

(33 + m)x + y)2

2 2< 1-72: 1)-
mz®+y* < (m+1)-z (m+1) 3T tm

A megoldonak ezt a — teljes megoldashoz egyediil hianyzo — allitast is sikeriilt utolag igazolnia. Ahelyett, hogy
ideiktatnank a szamolast, az allitas bizonyitasat feladatul tlzziik ki az Olvaso szamara. A kérdésre egyébként a cikk
masodik részében visszatériink.

Megjegyzés. Bar a feladat sz6vege nem kérte, az els6 megoldasban pontosan tisztaztuk, hogy a megadott feltételek mellett
mikor van egyenléség. Akinek van hozza kedve, vizsgalja meg ebbdl a szempontbol a masodik megoldas lépéseit.

3. megoldas. ,,Latvanymatematika”

(Sztranydk Attila megolddsa, Cserhdti Zoltdan étlete alapjdan)

Mind ez iddig nem foglalkoztunk azzal, hogy feladatunkban kilénbézd dimenzidju egyenldtlenségek szerepelnek. Egy
mdsodfoki feltétel mellett kell eqy elsdfoki kifejezés minimumdt megadni. Természetes gondolat, hogy a mdsodfoki
kifejezést értelmezzik eqy alakzat terileteként, az elsdfokut pedig eqy szakasz hosszaként, mdsrészt hogy a bizonyitandd
dllitas dimenzidjat eqy négyzetre emeléssel a feltételéhez igazitsuk.

Rajzoljunk fel egy négyzetet, amelynek oldala a1 +az+. . .+a2013, és osszuk fel vizszintes és fliggsleges egyenesekkel
téglalapokra ugy, hogy a ,savok” szélessége balrol jobbra és fentrsl lefelé éppen aqp,as,...,az13 legyen. Ha A =
a1+ a2 + ...+ ass és B = aszq + ... + as013, akkor a fenti felosztas tgy is tekinthets, mint egy (A + B)2 Ltipusa”
felosztas.

Az allitast a megallapodas szerint (A + B)2 = (a1 + a2+ .. .a2013)2 > 2013 alakban igazoljuk, és mint kideriil,
a bizonyitas két egyszerd észrevételen mulik. Az egyik 6rokzold also korlat az (A + B)2 értékére, a masik pedig az A-B
szorzatra itt és most érvényes als6é becslés.



ay a2 ag3 @34 ass

a

a2

a33

a34

azs

1. (A+ B)? > 4AB, ez lényegében a szamtani és mértani kdzép egyenlStlensége két tagra.

2. Ami izgalmasabb, hogy az dbrdn lathaté A - B teriiletd téglalapok teriilete is becsiilhets alulrél. Ugyanis —
felhasznalva az a; szamokra vonatkozé monotonitasi feltételt, ami a megoldas egyik kulcsa — ezek a téglalapok 33
olyan téglalapra vaghatok, amelyek egyenként nagyobb teriiletdiek, mint a jobb als6 atléban talalhaté négyzetek

teriiletének Osszege. Tehat A- B > 33 - R

Megdobbents, de lényegében készen vagyunk; a két becslés egylitt éppen kiadja a bizonyitandé allitast:
61
(a14as+ ...+ a13)’ = (A+B)> >4AB>4-33. - = 2013.

EgyenlGség akkor teljesiil, ha mindkét becslésben egyenl@ség all. Az algebrai feltételnél ez A = B esetén igaz.

A teriiletekre vonatkozo feltételeknél pedig az kell, hogy az A szélességii sdvban minden téglalap ugyanolyan széles
legyen, mint B-beli megfelelGje. A satirozott téglalapokat Osszehasonlitva innen kapjuk, hogy a1 = as4, a1 = ass,
a1 = asg, -... Az A = B feltétel miatt pedig ez csak tgy lehetséges, ha az a1 = agg parral véget is ér a sorozat,
61
132°

Megjegyzés: A geometriai megkozelités sikerét latva felbatorodhatunk, és kereshetiink megfelels térbeli allitast. A fenti 6tletek
alkalmas moédositasaval oldhaté meg a 2. feladat.

ag7 = agg = ... = ago13 = 0. Innen egyszerd szamolassal a; = a2 = ... = agg =

Feladatok

1. 100 valés szamra fenndll, hogy a1 > as > as > ... > ag9 > ajgo > 0, valamint, hogy a% + a% > 100, és
ag + ai + ...+ a%oo > 100. Mennyi a; + a2 + ag + . .. + a1pp minimuma?

2. Bizonyitsuk be, hogy ha 2013 wvalés szamra fennall, hogy a1 > ay > a3 > ... 2>

> agp12 > ag013 > 0, valamint, hogy
3bady ..t adog > o
Qg7 T Agg T - - T Qo913 = 301

akkor
a1 +az+as+ ...+ a3 > \/3 2013,
és egyenl@ség akkor teljesiil, ha a; = a2 = ... = agg = \3/ 2013/99, tovabba ajg0 = aj01 = ... = azg013 = 0.

3. A 2. megoldés utolso lépése.
Legyen m < 33 pozitiv egész, x és y pedig olyan valés szamok, amelyekre 0 < y < x. Bizonyitsuk be, hogy

(33 4+ m)x + y)2 _

mx2+y2§(m+1)-< 3t m

Erben Péter, Pataki Janos



