I. rész

1. Péter a telefonjin az egyik honapban 18 hivdst kezdeményezett és 60 percet beszélt halozaton belil. Hdlozaton
kiviil pedig 11 hivdst kezdeményezett és 45 percet beszélt. 10 db SMS-t kiilddtt.

Hasonlitsuk ossze, €s szamitdsokkal igazoljuk, hogy a megadott tarifacsomagok kizil (,Haver 17, Haver 2”) melyik
lett volna kedvezdbb szamdra az adott honapban.

Tarifacsomag neve Haverl Haver2

1710 Ft 3850 Ft
Lebeszélhet6 havidij | 100%-ban halézaton beliil | 60%-ban halézaton beliil
40%-ban halézaton kiviil

Percdij a havidij 38 Ft 35 Ft
felhasznalasaig

Percdij a havidij 40 Ft 38 Ft
felhasznalasa utan

SMS kiildés dija 40 Ft 38 Ft
Kapcsolasi dij 3 Ft 3 Ft

A kapesoldsi dij a havidij-lebeszélhetdségbe nem szamit bele, mindig a havidijon felil keril kiszamldzdsra. (11 pont)

Megoldas. A | Haver 1” tarifacsomag esetén 1710 : 38 = 45 perc beszélhets le halozaton beliil. Marad neki 60—45 =
15 perc. Ezért a havidijon felil fizetendd: 15 - 40 = 600 Ft. A halozaton kiviili percekért fizetendd 45 - 40 = 1800 F't,
az SMS-ért 10 - 40 = 400 Ft. Kapcsolasi dij: (18 + 11) - 3 = 87 Ft. A koltség Osszesen:

1710 + 600 + 1800 + 400 + 87 = 4597 F't.

A | Haver 2” tarifacsomag esetén mivel 3850 - 0,6 = 2310 és 2310 : 35 = 66, azért 66 percet beszélhetne hélozaton
beliil. Ebbdl csak 60 percet beszélt le, ami 2310 Ft. Mivel 3850-0,4 = 1540 és 1540 : 35 = 44, azért 44 percet beszélhet
halozaton kiviil, de & beszélt még 1 percet: 1540 + 38 = 1578 Ft. Az SMS-ért 10 - 38 = 380 Ft-ot, a kapcsolasi dijért
29 - 3 = 87 Ft-ot fizetett. Osszes koltség:

2310 + 1578 4 380 + 87 = 4355 Ft.

Tehat a ,Haver 2” kedvez6bb a szamara, 4597 — 4355 = 242 Ft-tal.

2. Egy négyzet alapi hasdb alaki doboz alapéle 8 cm. A doboz négyzet alaki aljaba éppen belefér két egyforma
datmérdji, korlapjival az alaplapon fekvd érem gy, hogy az érmék a doboz 2-2 szomszédos oldallapjdt és egymdst is
érintik. Mekkora az érmék dtmérdje? (12 pont)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit. Legyen PR = 2r = d; PQ = QR = . A PQR egyenl§ szara derékszogi
héromszoégben a Pitagorasz-tétel szerint:

(2r)? = 22 + 2%, ebbol z=+2-r.
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Mivel a négyzet oldala 8 cm, azért 2r + z = 8, azaz 2r + Vor =8. Vagyis r = YA
Tehat az érmék atmérdje: d = 2r =~ 4,7 cm.
3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:
a) cos2x +5-sinx +2 =0; (7 pont)
3

b) 21 — =5.

) 2logs © logs 7 5 (7 pont)



21 és cos? & = 1 —sin® z, az egyenlet a kivetkez6 masodfoka

Megoldas. a) Felhasznalva, hogy cos 22z = cos® x — sin
egyenletre vezet:

2.sin2z —5-sinz — 3 =0.

1
Ennek gyokei: sinx = —3 és sinz = 3. Ez utébbibol a szinusz fiiggvény értékkészlete miatt nem adodik megoldas.

Az egyenlet megoldasa:

7
xl:_g%.gm xz:%—f—l-%r, ahol k1€ Z.

Ezek valoban megoldésai ez eredeti egyenletnek.
b) Az egyenlet mindkét oldalat logs x-szel megszorozva és rendezve, az el6z6h6z hasonldé masodfoki egyenlethez
jutunk:
2logz z — 5logs z — 3 = 0.

Ebbdl
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10g5 Ty = _57 amib61 Tl = —== ?’

ot

logs x2 = 3, amib6l zo = 125.

Ezek a megoldasok kielégitik az eredeti egyenletet.
4. Egy 10 pontos tesztfeladatot harminc tanuld oldott meg. Az eredmény a kévetkezd lett:
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a) A tandr gratuldlt az osztdlynak, mert az egyik kézépértéknél a tanuldk 3 része tabb pontot ért el. Melyik kozép-

értékre gondolt a tandr? (6 pont)
b) Két tanulé késdbb irta meg a tesztet. Az & eredményiiket is beleszamitva a medidn 0,5-del; az dtlag 0,075-del
ndtt. Hany pontot érhettek el 6k? (8 pont)

Megoldas. a) A pontszamok atlaga:

(3-24+4-345-7T+6-24+7-248-5+9-5+10-4):30=204:30=063.

16 3
Ennél jobbat irt 16 {5. Mivel 30 < = azért nem az atlagra gondolt.
T+ 7

14 3
= 7. Ennél jobbat irt 14 {6. Mivel — < —, azért nem a medianra

A medién, azaz a 15. és 16. elem atlaga: 30 <3

gondolt.

18 3
A moédusz, azaz a leggyakrabban el6fordulé elem: 5. Ennél jobbat irt 18 6. Mivel 30" 5’ azért a tanar a moduszra

5
204
gondolt. b) A két tanulo pontszamat jelolje x és y. Az 0j atlag: Dirory 6,875, ebbsl x +y = 16. A szoba johetd

felbontéasok: 16 = 6 + 10 = 7+ 9 = 8 + 8. Ezek koziil csak az x = y = 8 johet szoba, mert ekkor a median 0,5-del né;
a masik két esetben a median nem valtozik. Tehat a tesztet kés6bb megiré mindkét tanulé pontszama 8.
Ez a megoldas valoban eleget tesz mindkét feltételnek.

II. rész

5. A ,Vigydz(z)6” cimd jatékban 1-t6l 104-ig szdmozott kdrtydk szerepelnek. A lapokon dkorfejek is taldlhatok a
kévetkezd szabdlyok szerint:

— az 55-0s lapon 7 db;

— a tébbi 5-re végz0dd szdmot tartalmazo lapon 2-2 db;

— a tébbi azonos szdmjegyekbdl dllo kétjegyd szdmot tartalmazd lapon 5-5 db;

- a 0-ra végzédd szamot tartalmazo lapokon 3-3 db;

— az dsszes tobbi lapon 1-1 db dkirfej taldlhato.

A jaték elején 4 lapot felcsapnak, minden jatékos 10-10 lapot kap, a tobbi lap pedig talonba keriil.

a) Hdiny okorfej taldlhatd a lapokon ésszesen? (4 pont)

b) Mennyi annak a valdszinidsége, hogy a négy felcsapott lap mindegyikén egynél tobb okirfej szerepel? (6 pont)

¢) Hat jdtékos esetén mi a valdszinidsége, hogy a talonban van legalddbb egy olyan lap, amelyen 5 vagy anndl tobb
okorfej szerepel? (6 pont)



Megoldas. a) A megadott intervallumon hét ckorfejet tartalmazo kartya: 55 (1 lap);
két okorfejet tartalmazo kartyak: 5, 15, 25, 35, 45, 65, 75, 85, 95 (9 lap);
Ot okorfejet tartalmazo kartyak: 11, 22, 33, 44, 66, 77, 88, 99 (8 lap);
harom okorfejet tartalmazo kartyak: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100 (10 lap).
Ez 6sszesen 28 lap. A t6bbi 76 lapon csak egy 6korfej talalhato. Vagyis az 6korfejek szama Gsszesen:

1-74+9-2+8-54+10-3+76-1=171 db.
28
b) A klasszikus valoszintiségi mez6 esetén alkalmazhato képlettel dolgozunk. Kedvezs esetek szama = < 4 ) , az 0sszes

i 104 .

esetek szdma = ( 4 ), vagyis
;)
('3
a valoszintisége annak, hogy a négy felcsapott lap mindegyikén egynél tobb Okorfej van. ¢) 5 vagy annal tébb (7)
okorfej 8 + 1 = 9 db lapon szerepel; 104 — 9 = 95 db lapon ennél kevesebb 6korfej van. Hat jatékos esetén 40 db lap
van a talonban.

Erdemes el6szor a komplementer esemény valoszintiségét meghatarozni. Az eredeti eseményt A-val jelolve, A =
{a talonban levs lapok kozott nincs olyan, amelyen 5 vagy annél tobb 6korfej szerepel}. Ebben az esetben is klasszikus
valésziniiségi mezdrél van sz, o

(40)

104
(i)
Tehat p(A) = 1 — p(A) =~ 0,99 a valoszintisége annak, hogy hat jatékos esetén van legaldbb egy olyan lap a talonban,
amelyen 5 vagy annal tobb 6korfej szerepel.

D= ~ 0,00445

p(A) = ~ 0,01.

6. Egy tizemben henger alaki, egyliteres mérdedényeket gydrtanak.

Mekkora legyen a henger alapkérének sugara, illetve a henger magassiga, hogy az anyagfelhaszndlds minimdlis
legyen

a) fedetlen; (8 pont)

b) fedett mérdedény esetén? (8 pont)

A wvdlaszt milliméter pontossdggal adjuk meg.

Megoldas. a) A henger magassaga legyen m; alapkorének sugara legyen r. A henger térfogata: V = r?m-m = 1 dm?,
ezért m = o dm.

Az anyagfelhasznélas akkor minimalis, ha a henger felszine minimalis.

a) Fedetlen edény esetén a felszin: A = r’m + 2rmm, A(r) = r?m + % Ennek a kifejezésnek akkor van minimuma,

ha az els6 derivaltja 0 és a mésodik derivéltja pozitiv:

2
A(r) =2rm — =

T—i’/z, m:;:\s/lz()ﬁé%dm.
™ 3/1 ™
Vaz T

4
=0 és A”(r):27r—|—r—3>0.

Az els6bél

Ekkor A”( 3 l) > 0.

™
Vagyis az anyagfelhasznalas akkor minimaélis, ha »r = m =~ 0,68 dm = 68 mm.

b) Fedett edény esetén a felszin:
2
A(r) = 2r¢7 + 2rmm = 2r%7 + =,
r

2
A(r) = drm — =

Az elsébél r = \3/ S ~ 0,54 dm és m = i’/g ~ 1,08 dm, ekkor A”( Y é) > 0.
21w s T

Vagyis az anyagfelhasznalas akkor minimaélis, ha r =~ 0,54 dm = 54 mm;
m ~ 1,08 dm = 108 mm.

7. Az y = ax’® + bz + ¢ egyenletd parabola dthalad a (8;0) ponton és az origén. Az origéba hizott érintdjének
irdnytangense 2.

a) Hatdrozzuk meg a, b és ¢ értékét. (6 pont)

b) Az origon és a parabola 6 abszcisszdji pontjin keresztil szeldt hizunk. Mekkora teriletet zdr kizre ez a szeld és
a parabola? (10 pont)

4
=0 é A'=dn+ 5 >0.
r



Megoldas. a) Mivel a parabola athalad a (8;0) és a (0;0) pontokon, felirhatjuk a kovetkezs egyenleteket: 0 =
1
a-64+b-84+c,0=a-0+4+b-0+ c. Ezekbdl kapjuk, hogy c =0és a = —gb.
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Az origoba huzott érinté iranytangense a pontbeli elsé derivalt:

f'(x) =2azx+b, f0)=0+b=2.

Tehétaz—i;bz2;c=0.

1 1
b) Mivel f(z) = —sz + 2z, azért f(6) = 3. Az origon és az A(6;3) pontokon athaladé szels egyenlete: y = 3%

A kérdéses teriilet:

6 6 6
1, 1 1, 3 1 23 3 22
_Z oy — = - _- Z —|—Z. 4L Z. 2| =9
/( 4a:—|—a: 2x>daz /( 43:—|—23:)da: {4 3—|—2 2], 9
0 0

A parabola és a szel§ altal kozrezart teriilet 9 teriiletegység.

8. a) Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra 64 | 9" — 8n — 1. (8 pont)

b) Igaz-e, hogy 2013% 4- 2014 | 2013%°1* — 20132 Indokoljuk vdlaszunkat. (8 pont)

Megoldas. a) Teljes indukcioval bizonyitunk. n = 0-ra: 64 | 0; igaz; (n = 1-re: 64 | 0; igaz; n = 2-re: 64 | 64; igaz).

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz, vagyis 64 | 9¥ — 8k — 1. Be kell latnunk, hogy n = k + 1-re is igaz, azaz 64 |
91 _ 8(k +1) — 1. A kifejezést atalakithatjuk a kovetkezd modon:

9-9F —8k—9=9-(9" -8k —1) + 64k.

Az utobbi kifejezés elsd tagja az indukcios feltevés miatt, a masodik tag nyilvanvaloan oszthato 64-gyel, tehéat az 6sszeg
is oszthato 64-gyel. Ezzel az allitast igazoltuk.
b) Legyen a = 2013. Ekkor a baloldal igy frhaté: a® 4+ a + 1. A jobboldal:

02014 _ a(a2013 _ 1) _ a[(a3)671 _ 1671] _ a(a3 _ 1) (a670 +a%9 L Laq 1)_

Mivel a® — 1 = (a — 1)(a® + a + 1), azért az 4llités igaz.

9. Egy turistdk pihendjeként szolgalo épitmény legfelsd csucsdban hdrom darab szabdlyos otszog taldlkozik az dbran
lathato modon.
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A szabalyos itszdgek oldalai 1,5 m hossziuak. Az épitmény oldallapjai téglalapok, amelyeknek a talajra merdleges
oldalar szintén 1,5 m hossziak.

a) Milyen magas az épitmény? (8 pont)

b) Mekkora az épitmény alapterilete? (8 pont)



Megoldas. a) Hasznaljuk az 1. dbra jeloléseit. A szoveg alapjan a = 1,5 m. Az abran AD = BG, mert a tetGszerke-
zetet tekinthetjiik egy szabalyos dodekaéder részének, amelyhez a C' csicsndl egy Gjabb szabalyos 6tszog csatlakozna.
Legyen AD = BG =b; FO =x; FFD =y, OD = m.

1. dbra

Az abran b-vel jelolt szakaszok hossza megegyezik a szabélyos 6tszog atlojaval. A szabalyos Otszog egy szoge:

o= qpge
5
Ugyanekkora a BCG'< nagysaga is.
A BGC haromszogben a koszinusz-tétel alapjan: b® = 2a? —2a?-cos 108°, ebbdl b ~ 2,43 m. Az EAD haromszogben

EAD< = EDA< = M — 36°.

Az AFD héaromszégben DAF< = 108° — EAD< = 72°, az 1. 4bran y-nal jelolt szakaszra felirhato az AFD
haromszoghen: sin 72° = % Ebbol y ~ 2,31 m.

Az 1. 4bran z-szel jelolt szakasz kiszamitasahoz tekintsiik az alaplapot alkoté hatszoget. Ennek szemkdzti oldalai
parhuzamosak és oldalainak hossza rendre: a, b, a, b, a, b, mert a megfelels oldalak 120°-os elforgatottjai egyméasnak

az OD egyenes, mint térbeli forgastengely koriil (ez a forgatas a szerkezetet és a dodekaédert is 6nmagaba viszi). Ezért
ez a hatszog kiegészithetd szabalyos haromszoggé a 2. dbrdan lathaté modon.

2. dbra

Az abra alapjan az z-szel jelolt szakasz kiszamithato a b + 2a oldald szabélyos haromszog silyvonala kétharmad
részének és az a oldali szabalyos haromszog magassaganak kiilonbségeként:

2 3 3
— §'§(b+2a)_§azl’84 m.

x
A DFO haromszogben a Pitagorasz-tételt felirva: m = v/y? — 22 ~ 1,40 m. Az épitmény magassdga M = a + m =~
2,9 m.
b) Az alapteriiletet kiszamolhatjuk gy, hogy a b+ 2a oldala szabalyos haromszog teriiletébdl kivonjuk az a oldalt
szabalyos haromszog teriiletének haromszorosat:
V3 V3

T=T-(b+2a)2—3-7-a2m9,84m2-

Tehat az épitmény alapteriilete: 9,84 m?.



