A 2012-2013. évi Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny feladatai

KEZDOK

I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kézépiskolai tanulok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Az a és b nullatol kiilonb6zs valos szamokra teljesiil az alabbi Osszefiiggés:
a®+ (3¢ +1)b+ (30> + 1)a+b* = 0.

a
Mennyi lehet az 7 hanyados értéke?

2. A 2011, 2012, 2013, 2014 szamok koziil melyek irhatok fel ketts vagy tobb egymast kdvetd pozitiv paratlan szam
Osszegeként?

3. Egy eskiiv6i vacsoran egy hatfGs asztaltarsasig tagjai koziil néhanyan ismerik egymast. A nasznagy megkérdezi
az asztaltarsasag tagjait, hogy hany személyt ismernek az asztalnal {il6k koziil. Az els6 6t valaszado altal kimon-
dott 6t szam mindegyike kiilonbozik egyméstol. Hany embert ismerhet a hatodik személy az asztalnél ilék koziil?
(Az ismeretségeket kolcsonosnek tételezziik fel.)

4. Hany olyan kiilonb6z6 (egymassal nem egybevago) haromszog van, amelynek két oldala 2 cm és 7 cm hosszusagu,
és a harmadik oldalhoz tartozo6 silyvonal cm-ben vett mérdszama is egész szam?

Masodik fordulé

1. Egy osztalyban minden didk jar a haromféle szakkor valamelyikére: 17-en matematikara, 13-an fizikara és 11-
en kémiara. Azok szama, akik pontosan kétféle szakkorre jarnak éppen négyszerese azok szdménak, akik mindharom
szakkoron részt vesznek. Hanyan jarnak mindharom szakkorre és mennyi az osztalylétszam, ha az osztalyba jaro fink
egyharmad része szemiiveges, valamint a nem szemiiveges fiik szidma egyenl a lanyok szadméaval?

2. Van 6-6 piros és zold matricank, melyeken az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok talalhaték mindkét szin esetében. Felragasz-
tottuk valahogyan a piros matricdkat egy kocka 6 oldalara. Ezt kovetSen a zold matricdkat is felragasztjuk egy-egy
oldalra. Ezutan a kocka minden egyes cstcsara rairjuk, hogy mennyi a csticsot tartalmazé kockalapokon 1évs 3 piros és
3 zold szam Osszege. A z6ld matricdk akkor lettek helyesen felragasztva, ha az Gsszes cstcsra ugyanaz a szam keriilt.
Hogyan ragaszthattuk fel a piros matricdkat, ha az deriil ki, hogy a z6ld matricak felragasztasara pontosan 6-féle
helyes modszer van? Adjunk meg legalabb egy megoldast!

3. Hatarozzuk meg azokat a linearis f(z), g(z), h(z) (z € R) fliggvényeket, melyekre

-1, ha =z < —1,
F(z) =|f(x)] — |g(x)| + h(z) = 3z +2, ha —1<2<0,
—2xr+2, ha 0<uz.

4. Tudjuk, hogy n = 23° . 320, Hany olyan pozitiv oszt6ja van az n>

n-nek?

szamnak, mely kisebb n-nél és nem osztodja

5. Az ABC egyenl§ szara haromszog derékszogi csiucsa C. Az AC befogon felvessziik az E és F' pontokat ugy, hogy
CFE = F A teljesiiljon! Legyen @) pont a C' csticsbdl a BE-re bocséatott meréleges talppontja, mig R a C'Q egyenes és az
AB atfogo metszéspontja! Hatarozzuk meg, hogy a CRF'< felezGje mekkora szoget zar be a BC befogd egyenesével!

Harmadik (dént8) fordulo

1. Egy 60 lapbol 4ll6 kézirat oldalait rendre megszamozték az 1, 2, ..., 120 oldalszamokkal. A kézirat néhany lapja
azonban elveszett. A megmaradt lapok oldalaira irt szamok Gsszege 7159. Hany lap veszett el?

2. Az ABC haromszog BC, CA, AB oldalain adottak a D, E, F' pontok ugy, hogy az AD, BE, CF szakaszok
egy k6zos O pontban metszik egymést. Hatarozzuk meg az OF szakasz hosszat, ha AO = 23, BO = 24, CO = 29,
OD =7 és OF = 8 egység hosszusagu!



3. Legyen x, y, z harom paronként kiilénb6z6 nem nulla valos szam! Hatarozzuk meg az xyz szorzat értékét, ha
tudjuk, hogy
1 1 1
r+-=y+-=2z+—
Yy z x

IT. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervi) kézépiskolai
tanulék

Elss (iskolai) fordulé
Megegyezik az 1. kategoria els6 fordulos feladatsoraval.
Masodik fordulo
Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Harmadik (dént8) fordulo

1. Hany olyan sorrendje van a 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2012 és a 2013 szdmoknak, melyben barmely négy
egymaést kovets szam Osszege oszthatoé 3-mal?

2. Adott egy kor az AB atmérgjével. Legyen C a korvonal A-t6l és B-t6l kiilonb6z6 pontja! Az ABC haromszog
AB oldalan felvessziik a D és E pontot agy, hogy AD = AC és BE = BC teljesiiljon. Legyen k1 a BC befogot érinté
D kozéppontt, mig ko az AC befogdt érinté E kozépponti kor! Legyen T az ABC héaromszog beirt korének, mig

T

T1 a ky és Ty a ko kornek a teriilete! Hogyan vegyiik fel a C' pontot, hogy a tort értéke maximaélis legyen?

T+ 15
Mekkora ez a maximalis érték?

3. Az x, y, z egész szamokra teljesiil, hogy = + y + z = 2. Tudjuk, hogy az

1 1 1
+ +
zy+z—1 yz4+ax—-1 zzx+y—1

Osszeg egy primszam reciprokaval egyenlS. Melyik ez a primszam?

III. kategodria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Els6 (iskolai) fordulo
Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.
Masodik (donts) forduld

1. Az z, y, z egész szamokra teljesiil, hogy « + y + z = 2. Tudjuk, hogy az

1 1 1
+ +
zy+2z—1 yz4+ax—-1 zzx4+y-—1

Osszeg egy primszam reciprokaval egyenls. Melyik ez a primszam?

2. Tekintsiik azokat az emeletes hatvanyokat, melyek csupa 2-es szamjegy felhasznalasaval alkothatok. (Tehat a
kovetkezs szamok szerepelhetnek benniik az egyes szinteken: 2, 22, 222, 2222, ..., 222...2 = By.)

k
Melyik a legnagyobb értéki ilyen emeletes hatvany, amely pontosan 2013 db 2-es szamjegy felhasznalasaval képez-
hets?

3. Adott az ABC tompaszogl haromszog. (A C-nél 1évs sz6g nagyobb 90°-nal.) Bizonyitsuk be, hogy az ABC ha-
romszog feldarabolhaté 7 db hegyesszogt haromszogre.

HALADOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanul6é kozépiskolai tanulok

Els6 (iskolai) fordulo



1. Keressiik meg az 0sszes olyan egymas utani egész szamokbol allo szamotost, ahol az elsé harom szam négyzetének
Osszege egyenld az utolso kettd szam négyzetének Osszegével!

2. Egy 2r sugart korbe r sugara koroket rajzolunk az abra szerint. Hanyadrésze a fehéren maradt teriiletek dsszege
a kozépen kialakuld négyzet teriiletének?

3. Melyek azok az N pozitiv egész szamok, amelyeknek primtényezGs felbontasdban csak a 2 és a 3 hatvanyai
szerepelnek, és N Osszes osztojanak a szama harmadrésze N? osztoi szamanak?

4. Adott a sikon tiz pont, egy szabalyos tizsz0g cstucsai. Hanyféle modon valaszthatok ki ezen pontok koziil egy
olyan haromszog cstcsai, amely belsejében tartalmazza a tizszog kézéppontjat?

5. Egy k-szor n-es sakktabla (k > 1, n > 1) mindegyik mezGjén all egy figura. Egy adott jelre mindegyik figura
egy, a sajat mezgjével élben szomszédos valamelyik mezére 1ép. Ha k + n = 2012, akkor hany darab (k;n) szampar
esetén lehetséges, hogy a lépések utan mindegyik mezén legyen figura?

Masodik fordulé

1. Milyen a, b, ¢, d szamjegyekre igaz, hogy (% + a) -61 = abed?

2. Vegyiink fel az ABC'D téglalap belsejében egy P pontot gy, hogy PB =4, PC' = 3 és PD = 5 legyen. Mekkora
PA?

3. Legyen a,, a kovetkez6 modon definialt sorozat:

a; = 18,
Ay = ag = 48,

Ap = Qp_1 - Ap_2, ha n>2.

Hany négyzetszam van a sorozat tagjai kozott?

4. Adott 50 szam, melyek 6sszege 100. Bizonyitsuk be, hogy a szamok koziil kivalaszthato 3 agy, hogy az Osszegiik
legalabb 6 legyen.

Harmadik (dént8) fordulo

1. Hatarozzuk meg azokat a négyzetszamokat, amelyekre igaz, hogy ha felcseréljiik két utolsé szamjegyiiket, to-
vabbra is négyzetszamot kapunk!

2. Az AFE hegyesszogt haromszog ED és F'B magassigvonalai a C' pontban metszik egymast. Az M, N, P, Q
pontok rendre az FC, EC, AE, AF szakaszok felezGpontjai. Bizonyitsuk be, hogy M N P(Q téglalap.

3. Az z, y, z valés szamokra x + y + z = 5 és xy + yz + zz = 8 teljesiil. Igazoljuk, hogy x, y, z barmelyikének
7
értéke legalabb 1, de legfeljebb 3"

I1. kategéria: T6bb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervii) kézépiskolai
tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

1. A 23-as szam” cimd misztikus filmben az egyik szereplé a hazszamukat nagyon kiilonlegesnek talalja. A haz
szama 1814, és az alabbi misztikus tulajdonsagokat fedezi fel benne:

(1) ha az els6 két szamjegyhez hozzédadjuk a masodik kett6bol képzett kétjegyt szamot, akkor 1+ 8 + 14 = 23-at
kapunk;

(2) ha az els6 két szamjegybdl képzett kétjegyt szamhoz hozzaadjuk a masik két szamjegyet, akkor 184144 = 23-at
kapunk ismét;

(3) ha a két kétjegyi szamot adjuk Ossze, akkor 18 4+ 14 = 32-6t kapunk, ami épp a 23 forditott sorrendben leirva.

Tényleg kiilonleges ebbdl a szempontbél az 18147 Vagyis hany olyan négyjegyid szam van, amelyik rendelkezik a
fenti harom tulajdonsag mindegyikével?



2. Hatéarozzuk meg az A szam pozitiv egész osztoinak szamat, ahol:

A=\/1+2011-\/1-1—2012-\/1—|—2013-\/1+2014-2016.

3. Egy sik 20 darab egyenese Gsszesen 187 darab metszéspontot hatédroz meg. Igazoljuk, hogy az egyenesek kozott
vannak parhuzamosak.

25
4. Egy t teriiletd derékszogd trapézba az oldalakat érint r sugara kor irhato, ahol ¢ = T r?. Mekkora a trapéz
alapjainak aranya?

5. Van 2012 darab szamunk aj,as, ..., az011, a2012 mindegyik V2 + 1, vagy V2 -1.
Képezziik a kovetkezs Osszeget:

S = ajaz + azas + asae + ... + az1162012-

Lehet-e S = 20127
Masodik fordulé

1. Az a, b pozitiv egeészek, és tudjuk, hogy a® + ab + b? tizes szamrendszerben felirva 0-ra végzédik. Bizonyitsuk
be, hogy legalabb két nullara végzsdik.

2. Adott a sikon 6 pont, koziiliik semelyik harom nincs egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy taldlhato kozottiik
harom, amelyek altal meghatarozott haromszognek van egy legalabb 120°-0s szoge.
3. Nyolc darab pozitiv egész szam Osszege és szorzata ugyanannyit ér. Mekkora ez a kozos érték?

4. Egy konvex 06tsz6g pontosan 100 darab egységnyi oldalt egybevago szabalyos haromszogbdl rakhato ki (hézag-
és atfedés nélkiil). Mekkora lehet az 6tszog keriilete?

Harmadik (dént8) fordulo

n* +4n% +3
nt +10n? + 16
2. Egy négyzet tetszGleges bels§ pontja P, amin keresztiil pArhuzamosokat hizunk a négyzet oldalaival és atloival.
Ezek az egyenesek nyolc részre vagjak a négyzetet. Bizonyitsuk be, hogy a keletkezett részek két olyan csoportba
oszthatok, amelyekben a részek teriiletének 0sszege egyenld.

1. Igazoljuk, hogy ha n egész szam, akkor az tort nem egyszertsithets.

3. Egy n sorbol, és 7 oszlopbol allo (n x 7-es) tablazatot szeretnék kitolteni a kovetkezs modon:

— Minden sorban az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamok kell, hogy szerepeljenek valamilyen sorrendben (természetesen a sor
valamennyi mezGjébe pontosan egy szam keriil).

— Barmely két sornak legalabb egy helyen/egy mezében kiilonboznie kell.

— Barmely két sor legalabb egy helyen meg kell egyezzen.

Legfeljebb mennyi lehet n?

III. kategodria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

1. Egy kor keriiletére felirjuk 1-t6l 13-ig az egészeket valamilyen sorrendben. Harom (a kor mentén) szomszédos
szamot trionak neveziink. (13 ilyen csoport van.) A tribban 1évé harom szam Osszegét: a trid dsszegének hivjuk. Egy
trid mazximdlis, ha a tri6é 6sszege nagyobb, vagy egyenls, mint az adott sorrendnél felléps masik 12 tri6 barmelyikének
az 0sszege.

Mennyi a maximalis tri6 Osszegének minimuma (az Gsszes lehetséges sorrend esetén)?

2. Egy konvex 6tsz6g pontosan 100 darab egységnyi oldala egybevago szabalyos haromszogbdl rakhato ki (hézag-
és atfedés nélkiil). Mekkora lehet az 6tszog kertilete?

3. Van 15 darab kiilonb6z6 2 és 2013 kozé es@ pozitiv egésziink ugy, hogy barmely ketts (kiilonb6z6) koziiliik relativ
prim egymaéshoz.
Igazoljuk, hogy a szamok kozott van prim!

4. Az ABCD négyzet BD atlojan ugy vettiik fel az M és N pontokat, hogy
BM?® + ND?* = MN”.

Mekkora az MAN<?



5. Melyek azok az x valdés szamok, amelyekre teljesiil, hogy
[] + [22] + [3z] + ... + [2012z] = 20137
([y] értéke az a legnagyobb egész szam, amely y-nal nem nagyobb.)

Masodik (dontd) forduld

1. Az ABC haromszog beirt kore az AC és BC oldalakat az X és Y pontokban érinti. A B-bdl indulé bels6
szogfelezs az XY szakaszt P-ben metszi. Mekkora az APB<?

2. 2013 valos szamra fennall:

ay > ax > az > ... > axiz > azo13 > 0, valamint

Igazoljuk, hogy a1 + as + as + ... + asp12 + asp13 > V2013!
Lehet-e a fenti 2013 taga 0sszeg pontosan v 20137

3. Artur kiraly udvaraba hivatalos vendégségbe néhany lovag. Barmely két lovag vagy barat, vagy ellenség (a vi-
szonyok kolesonosek, és az id6 mulasaval nem véltoznak).

Egy korabbi vendégség soran ugyanezek a lovagok le tudtak iilni két asztal mellé Ggy, hogy az egy asztalnal iil6k
mind baratai voltak egyméasnak.

A mostani vendégség soran a vendégek egyesével érkestek meg. Erkezésiik utan minden érkezs leiilt az egyik olyan
asztalhoz, ahol nem {ilt ellensége; az ilyen asztalok koziil azt valasztva, ahol a legtobb baratja iilt (ha egyetlen megfelels
asztal sem volt, akkor az érkezs természetesen j asztalhoz iilt). Igy Osszesen 12 asztal mellé iiltek le lovagok.

Legalabb hany lovag érkezett a vendégségbe?



