A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

1. Bizonyitsuk be, hogy barmilyen pozitiv egész k és n szamok esetén taldlhatd k (nem feltétleniil kilonbozd) pozitiv

egész: my, Ma, ..., My, amikre
2k — 1 1 1 1
1t _<1+_)<1+_>-..<1+_>.
n my mo my

Havasi Marton megoldésaEl Az allitast k-ra vonatkoztatott indukcioval bizonyitjuk. A kovetkezét fogjuk belatni:

k = 1-re, az my = n trividlisan megoldas.

Feltessziik, hogy az allitas igaz egy pozitiv egész k-ra. Azt akarjuk belatni, hogy minden n egészhez léteznek
mi,...,Mg+1 egészek, amelyek kielégitik az

ok+1 _q 1 1
1+ —=(1+— ) (1+
n my MEg+1

egyenletet. Két esetet kiilonboztetiink meg n paritasatoél fliggden.
n+1

biztosan egész és a feltételbdl adoddan léteznek olyan my, ..., my egészek, ame-
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2 my g
1 1 2k 1 1
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1. eset: n paratlan. Ekkor

lyekre teljesiil

Legyen my4+1 = n. Ekkor:

2k+1 -9 1 1 2k+1 -9 2k+1 -1
:(1+ ).n+ _nt+l4 et
n+1 n n n
2. eset: n paros. Ekkor g biztosan egész és a feltételbdl addéddan léteznek olyan my, ..., my egészek, amelyekre

teljesiil

2k —1 1 1
2 () (1 L),
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Legyen myy1 = 2" +n — 2. Ekkor:
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2. A sik 4027 pontjabol allo alakzatot kolumbiainak nevezzik, ha 2013 pontja pirosra, a tébbi 2014 kékre van
szinezve, €s az alakzat semelyik harom pontja sincs eqy egyenesen. Néhany egyenese meghuzdsdval a sikot tartomanyokra
bontjuk. Az egyeneseknek ezt az elrendezését a kolumbiai alakzatra nézve jonak nevezzik, ha a kovetkezd két feltétel
teljestil:

o semelyik egyenes sem megy dt az alakzat semelyik pontjan sem;

e nincs olyan tartomany, amelyik mindkét szind pontot tartalmaz.

! Forras: imomath.com.



Hatdrozzuk meg a legkisebb olyan k értéket, amire igaz az, hogy 4027 pontbol dllo barmely kolumbiai alakzatra van
k egyenesbdl allo jo elrendezés.

Tardos Jakab megoldasa. A legkisebb megfelel6 & a 2013. Nem lehet 2013-nal kisebb, mivel létezik olyan
kolumbiai alakzat, amelyet nem lehet 2013-n4al kevesebb egyenessel jol felbontani.

Vegyiink egy szabalyos 4027-szoget. A sokszog csicsait szinezziik felvaltva kékre és pirosra gy, hogy egy helyen
két szomszédos csucs kék szint legyen. Ekkor a 4027-sz0g csucsai egy kolumbiai alakzatot alkotnak. A 4027-szdgnek
pontosan 4026 olyan oldala van, amelyeket egy piros és egy kék pont hatarol. Ha ezt az alakzatot egyenesekkel jol
felbontjuk, minden ilyen oldalt el kell metszenie legalabb egy egyenesnek. Ha a 4026 oldal koziil lenne egy, amelyet
egy egyenes sem metsz el, akkor az ezt hatarolo két kiilonb6z6 szind csics egy tartomanyba esne. Mivel a szabalyos
4027-sz0g konvex alakzat, minden egyenes legfeljebb kétszer metszheti; ahhoz, hogy 4026 helyen el legyen metszve,
legalabb 2013 egyenes kell.

Igaz, hogy 2013 egyenes minden kolumbiai alakzat jo felbontasdhoz elég.

Lemma. Bdrmely két pontot el lehet valasztani az alakzat t6bbi pontjatil két egyenes felhaszndldsdval. Legyen a két
pont A és B. Legyen az AB egyeneshez legkozelebbi pont (A-n és B-n kivil) C. Ha C és AB tdvolsdga x (ahol x
pozitiv, mivel az AB egyenes nem tartalmazhat harmadik pontot), akkor a két AB-vel pirhuzamos, téle x:/2 tdvolsigra
lévd egyenest behizva valdban elvdlasztottuk A-t és B-t az alakzat t6bbi pontjdrol.

Ha egy kolumbiai alakzat konvex burka tartalmaz piros pontot, a kovetkezSképpen lehet 2013 egyenessel jol fel-
bontani:

A konvex burokban 1év6 piros pontot elvilasztjuk az alakzat tobbi pontjatol egy egyenessel. A maradék 2012 piros
pontot 1006 parba allitjuk, majd a parokat elvalasztjuk az alakzat tobbi pontjatol, a lemma szerint, 2012 egyenes
felhasznalasaval. Igy egy 2013 egyenesbdl allo jo felbontast alkottunk.

Ha egy kolumbiai alakzat konvex burka nem tartalmaz piros pontot, a kévetkez6képpen lehet 2013 egyenessel jol
felbontani:

A konvex burok két szomszédos kék pontjat egy egyenessel levalaszthatjuk. A maradék 2012 kék pontot 1006 parba
allitjuk, majd a parokat elvilasztjuk az alakzat tobbi pontjatol, a lemma szerint, 2012 egyenessel. Igy ismét egy
2013 egyenesbdl allo jo felbontast alkottunk, tehat minden kolumbiai alakzatot jol fel lehet bontani 2013 egyenessel.

A legkisebb megfelel6 tulajdonsagu k valoban a 2013.

3. Az ABC hdromszog A csicesal szemkozti hozzdirt kore érintse a BC' oldalt az A1 pontban. Hasonléan definidljuk
a CA oldal By pontjat, ill. az AB oldal C1 pontjat a B-vel, ill. C-vel szemkozti hozzdirt korok segitségével. Tegyiik fel,
hogy az A1B1C1 hdromszog korilirt kérének a kézéppontja az ABC' hdromsziog korilirt korén fekszik. Bizonyitsuk be,
hogy az ABC hdromszég derékszdgi.

Az ABC haromszog A cstuccsal szemkozti hozzdirt kére az a kor, ami érinti a BC' szakaszt, tovabba az AB félegyenes
B-n tuli részét és az AC félegyenes C-n tuli részét. Hasonlbéan vannak definidlva a B, ill. a C' cstuccsal szemkozti hozzairt
korok.

Szabd Attila megoldasa. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az A1 B1C1 kor P kozéppontja a
koriilirt kor B-t nem tartalmazo AC ivén van. A haromszog oldalait és szogeit a szokdsos modon jeldljiik, félkeriilete s,
teriilete ¢, beirt és koriilirt korének sugara rendre ¢ és R. Legyenek a PA, PB, PC szakaszok lat6szogei rendre
PBA< = PCA<d=d, PCBg<=7— PAB< =3 ¢s PAC< = PBC< = v'. Ekkor a szinusztétel miatt

(1) PA=2Rsinad’, PB=2Rsinf’, PC =2Rsinvy,
a kovetkezG Gsszefiiggések egyszert szogszamolassal adodnak:
(2) T-f=a+y, B=d+9, B =y+d.

Ismfert tovabba, hogy CB; = BCy =s—a, AC; =CA; =s—b, AB; = BA; =s—c.
Irjuk fel a koszinusztételt a ByC' P és Cy BP haromszogekben:

(3) PB? = (s —a)’ + CP? —2(s — a)CPcosa’;
(4) PC? = (s —a)® + BP? —2(s — a)BP cos /.

Mivel PB; = P(Y, a két jobb oldal egyenls:

CP? - 2(s —a)CPcosa’ = BP? —2(s —a)BPcosd/,
(5) (CP — BP)(CP + BP) = CP? — BP? =2(s — a)(CP — BP)cos'.

A B1 AP és Ay BP héaromszogekben felirt koszinusztételekbdl ugyanigy kovetkezik, hogy

(6) (AP — BP)(AP 4+ BP) =2(s — ¢)(AP — BP) cos~'.



Az (5), (6) egyenletek CP = BP, illetve AP = BP esetén is teljesiilnek. Ha viszont mindketts teljesiilne, P az
ABC kor kozéppontja lenne, ami ellentmondés: az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy C'P # BP. Ekkor
(5) mindkeét oldalat eloszthatjuk (CP — BP)-vel:

(7) CP + BP =2(s—a)cosd/,

2R(siny’ +sinB') = (b+ ¢ — a)cosa’ = 2R(sin B + siny — sina) cos o/,

sin (8 — ') +sin (y + ') = (sin B + siny — sina) cos o/,
sin 8 cosa’ — cos Bsina’ + sinycosa’ + cosysina’ =
= sin S cosa’ + sinycosa’ — sinacosd/,
sinacosa’ = sina’(cos B — cos”y),

(8) ctga’ = %.
Most irjuk fel a koszinusztételt az A;CP és AC; P haromszogekben is:

(9) PA2 = (s —b)* 4+ PC? — 2(s — b)PC cos §';
(10) PC? = (s —b)* + PA? +2(s — b)PAcos 3.

PA; = PCy miatt a két jobb oldal egyenld:

(11) PC? —2(s —b)PC cos ' = PA? +2(s —b)PAcos 3,
(PC — PA)(PC + PA) = PC? — PA? = 2(s — b)(PA + PC) cos 3,
PC — PA=2(s—b)cosf3,
2R(siny’ —sina’) = (a+ ¢ — b) cos ' = 2R(sina + sin~y — sin ) cos 3/,
sin (8" + ) —sin (B’ — ) = (sina + siny — sin 3) cos ',
sin 8’ cos o + cos B’ sin o — sin B’ cos ¥ + cos 3’ siny =
= sinacos 8 + sinycos 8’ — sin S cos 3,
sin B’ (cosy — cos ) = sin Bcos 3,

(12) CtgB,:COS’}/—COSOé

sin 3

(2) miatt 8 — o’ = v: ha ez teljesiil, ugyanez fennéll kotangenseikre is, azaz ctg (8’ — o') = ctgy. Felhasznélva a
kotangens addicios képletét (nullaval osztéas nem fordul el6, mivel 0 < v < 7):

cos f—cosy €osy—cosa
COSW*Ct 7Cth/Ctgﬁ/+1 . sin o sin B +1 o
; - - ’_ /— cosPB—cosy cosy—cosa
sin 7y ctga/ —ctg B8 cna L — L

(cos B — cosy)(cosy —cosa) +sinasinf
(cos 3 — cosy)sin 8 — (cosy — cosa)sina

— cos 3 cos a + sin B sin a — cos? v + cos avcos ¥ + cos 3 cos y B
sin a cos « + sin B cos 8 — sin e cos 7y — sin 3 cos -y -
_ —cos(a+ f§) + cosy(cosa + cos 3 — cos )
B 2 (sin 2cr + sin 23) — cos y(sin o + sin 3)
cosy(1 + cosa + cos f — cos7y)

sin (a + ) cos (o — ) — cosy(sina +sin B)
~ cosy(l+cosa+cos B —cosvy)
~ sinycos (a — B) — cosy(sina + sin 3)

A bizonyitandébol tehat kovetkezik a kdvetkezd egyenlet teljesiilése:

cosy cosv(l—i—cosa—i—cosﬁ—cosw)
siny  sinycos(a — 3) — cosy(sina + sin 3)

(13)

(13) nyilvan igaz akkor, ha cosy = 0, azaz v derékszog. Tegyiik fel most, hogy v nem derékszog, azaz oszthatunk



cos y-val: ezt elvégezve és felszorozva a nevezdkkel:

sin~y cos (a« — ) — cosy(sin a + sin B) = sin~y(1 + cos a + cos 3 — cos7),
sin~y cos (o« — ) = siny + (sin~y cos a + cosy sin )+
+ (sin~ycos B + cosysin§) — sinycosy =
= sin~y + sin (y + a) +sin (y + 8) — sinycosy =
= sin~y + sin 8 + sin « + siny cos (a + B),
sin~y cos (o — B) — cos (a+ 3)) = sina + sin 8 + siny,
sinvy - 2sinasin f = sina + sin 8 + sin 7.

Az egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk R>-tel és alkalmazzuk a szinusztételt:

1 R
t= §absin7: E(a—kb—l—c) = Rs;

mésrészt viszont ismert moédon ¢t = ps és nyilvdn R > p: ezek egyiitt ellentmondéasra vezetnek, a haromszog tehat
C-ben derékszogi. Ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés. Nem tettiik fel, hogy AP # BP. Ha a haromszog C-ben derékszogi, valoban

tehat o' = B, igy AP = BP. Az tehat, hogy a haromszégnek C-ben kell derékszoginek lennie, az dltalanossig megszoritasaibol
(P elhelyezésébol és CP # BP feltevésébol) kovetkezik.

4. Legyen az ABC hegyesszogi hdromszog magassagpontja H, és legyen W a BC oldal egy belsd pontja. A B-bdl,
ill. C-b6l indulo magassdgok talppontjai legyenek M, ill. N. Jelolje wi o« BWN hdromszog kérilirt korét, és legyen
X az wy kér azon pontja, amire WX wi-nek dtmérdje. Hasonloan, jeldlje wo a CW M hdromszég kérilirt korét, és
legyen Y az wo kor azon pontja, amire WY wa-nek atmérdje. Bizonyitsuk be, hogy az X,Y és H pontok egy eqyenesen
fekszenek.

Fehér Zsombor megoldasa. Miquel tétele szerint az ABC haromszog AB, BC, C A oldalegyenesein fekvs tet-
sz6leges N, W, M pontokra a BWN, CMW  és ANM korok egy pontban metszik egyméast. Ezt bebizonyithatjuk a
kovetkezSképpen:

Legyen a BWN és CMW korok masodik metszéspontja P. Harnégyszogben a szemkozti szogek Osszege 180°, igy
ha P az ABC haromszog bels6 pontja, akkor

MPN< =360°— NPW<—-WPM<=WBN<+ MCW< = 180° - BAC«.

Tehat MPN< = 180° — NAM<« alapjan AN PM is hirnégyszog. Iranyitott szogekkel szamolva az el6bbi bizonyitas
miikodik akkor is, ha P kiils6 pont.

BNC< = BMC< =90° miatt a B, NM, C pontok egy koron vannak, legyen ez a kor ws. Ekkor az wy, we és ws
korok hatvanyvonalai egy ponton mennek at, tehat a WP egyenes atmegy BN és CM metszéspontjan, az A ponton.
Mivel HNA< = HM A< = 90°, ezért H is rajta van az ANM koron, igy HPA< = HM A< = 90°. Amennyiben
H = P, akkor a HP egyenest értelmezziikk az AN HPM koér H-beli érint§jének.



Mivel WX és WY atmér6 wi-ben és wo-ben, azért WPX< = WPY < = 90°. Ez pedig azt jelenti, hogy a H, X,
Y pontok mind rajta vannak a W A-ra P-ben allitott merdleges egyenesen.

5. Jeldlje Q<o a pozitiv racionalis szdmok halmazdt. Legyen f: Qsg — R olyan figgvény, ami kielégiti az aldbbi
hdrom feltételt:

(i) Minden z,y € Qso-ra f(z)f(y) = f(zy);

(i1) Minden x,y € Qso-ra f(z +y) > f(2) + f(y);

(1i1) Létezik olyan a > 1 raciondlis szdm, amire f(a) = a.

Bizonyitsuk be, hogy f(x) = x minden x € Qsq-ra.

Janzer Olivér megoldasa. Jeloljiik a-val azt az (egyik) 1-nél nagyobb raciondlis szamot, melyre f(a) = a. (i)-be
x =a-t és y = l-et helyettesitve f(a)f(1) > f(a), azaz af(1) > a. Mivel a > 1, azért leoszthatunk, igy f(1) > 1.
Bebizonyitjuk n szerinti teljes indukcioval, hogy ha n pozitiv egész, akkor f(n) > n. n = l-re igaz az allitas. Tegyiik
fel, hogy n < k-ig mar belattuk, bizonyitunk n = k + 1-re. (¢i)-be x = k-t és y = 1-et helyettesitve

fk+1) = fk)+ f(1) = k+1,

igy az indukcios lépést befejeztiik. Tehat pozitiv egész n-ekre f(n) > n.
Vegyiink egy tetsz6leges b pozitiv racionalis szamot (p és ¢ pozitiv egészek). Ekkor (i)-be 2 = ]—?—t és y = q-t
q q
helyettesitve

£(2) r@ = 100

flq) > qés f(p) > p,igy flq) és f(p) is pozitiv. Igy f (g) is pozitiv kell legyen. Tehat minden z € Qs¢-ra f(z) > 0.
Igy (i4)-bol

fl@+y) = flx)+ fly) > ),
tehat a fliggvény szigortian monoton né. (Ha 21 > x4, akkor = 21 — x9, y = x4 helyettesitésekkel f(x+y) > f(y)-bol
[ ([xr = 2] + 22) > f(22), azaz f(21) > f(x2).)

Most n szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy f(a") < a”, ha n pozitiv egész. n = 1 esetén f(a) = a <
Bizonyitunk n = k-rél n = k+1-re. (i)-be z = a®-t és y = a-t helyettesitve f(a*)f(a) > f(a**1). Igy, mivel f(a*) < a*
és f(a) = a, azért f(a"*') < a*th

Tegyiik fel, hogy valamilyen zg € Q¢ esetén f(xg) > zo. Legyen ekkor f(zg) = zg + ¢, ahol ¢ > 0. n szerinti
teljes indukcioval igazoljuk, hogy f(nxg) > nxg + ne, ha n pozitiv egész. n = 1-re valoban f(xg) = x9 + ¢ > zo + c.
Bizonyitunk n = k-r6l n = k + 1-re. (ii)-be x = kxo-t és y = xo-t helyettesitve

F([k+1]zo) > f(kxo) + f(xo) > (kxo + kc) + (2o +¢) = (k+ 1)zo + (k4 1)c.

Az indukcios lépést befejeztiik, f(nzo) > nxo + ne.
Mivel c és g pozitiv szdmok, igy van olyan K pozitiv szdm, melyre Kc > xy. Minthogy a > 1, ezért van olyan n
pozitiv egész, amelyre teljesiil (K + 1)zo < a”. x¢ pozitiv szam, igy egyértelmien létezik olyan k egész, melyre

kxo <a" < (k+ 1)xo.

Igy (K+1)zo < a™ < (k+1)xg, amibél K < k. Igy, mivel K pozitiv, ezért k is, azaz k pozitiv egész. Mivel f szigortian
monoton nd, ezért kxg < a™-bdl f(kxg) < f(a"). Korabban belatott allitdsunk szerint viszont f(kxo) > kxo + ke,
illetve f(a™) < a", igy

kxo + ke < f(kxo) < f(a™) < a™



Mivel a" < (k 4 1)xzg, azért kzo + ke < (k + 1)z, amib6l ke < zp. Azonban K < k és K¢ > xp, ami ¢ > 0 miatt
ellentmond kc¢ < xg-nak. Igy ellentmondasra jutottunk, azaz feltevésiinkkel szemben nincsen olyan xo € Qo, amelyre
f(zo) > zo. Tehdt x € Q5o esetén f(x) < z.

Azt azonban tudjuk, hogy f(n) > n, ha n pozitiv egész. Igy n < f(n) < n, tehat f(n) = n. Vegyiink egy tetsz6leges

d pozitiv racionalis szamot (p és g pozitiv egészek). Ekkor (i)-be © = Pt es y = g-t helyettesitve azt kapjuk, hogy
q q

/ (73) 7@) > F).

q

f (8) q>p, amibdl f (1—?) > L
q q q

Ezt osszevetve f(x) < x-szel azt kapjuk, hogy f <§> = g Igy a feladat allitasat igazoltuk.

Mivel f(q) = q és f(p) = p, azért

6. Legyen n > 3 egész szam, €s tekintsiink egqy kort, amit n+ 1 ponttal egyenld hosszusdgu tvekre osztottunk. Tekint-
stk ezeknek a pontoknak a 0,1,... ,n szdamokkal vald dsszes olyan szdmozdsdat, ahol minden szamot pontosan egyszer
haszndaltunk; két ilyen szdamozdst azonosnak tekintink, ha egyiket a mdsikbol megkaphatjuk a kor egy elforgatdsdval.
Egy szamozdst szépnek neveziink, ha barmely négy a < b < ¢ < d szamra, amikre a +d = b + ¢, fenndll az, hogy az a
és d jeli pontokat dsszekdtd hir nem metszi a b és c jeld pontokat dsszekotd hairt.

Legyen M a szép szdmozdsok szima, és legyen N a pozitiv egészekbdl dllo olyan (x,y) rendezett pdrok szima, amikre
x4y <n éslnko(z,y) =1 teljesil. Bizonyitsuk be, hogy

M =N +1.

Nagy Roébert megoldasa. ElGszor olyan hiurokat vizsgalunk, melyek végpontjain az 6sszeg k — nevezziik ezeket
k-haroknak.

Lemma. Eqgy szép elrendezésben barmely harom hurrae teljesil, hogy az eqyik elvilasztja a mdsik kettot.

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitunk n szerint. Ha n < 3, akkor az allitas trivialis. Legyen n > 4, és bizonyitsunk
indirekten.

Tegyiik fel, hogy létezik harom olyan hir, melyek ,nem elvilasztoéak”. Legyenek a harom hur végpontjai: ab, cd, ef,
ahol ezek a végpontokra irt szdmokat is jelolik. Ekkor ha n nem szerepel a hat végpont kozott, akkor n-et elhagyva
a korrdl tovabbra is szép elrendezést kapunk, melyben csak (n — 1)-ig vannak az elemek. Erre mar belattuk, hogy
teljesiil az allitas, tehat ez ellentmondas. Ugyanigy, ha 0 nem szerepel a hir végpontok kozott, akkor ezt elhagyva és
minden pont értékét eggyel csokkentve is szép elrendezéshez jutunk, melyben a legnagyobb elem megint csak n — 1,
ami ellentmondaés.

Tehat a 0 és az n elemek is a hurok végpontjai kozott vannak. Vegyiik észre, hogy az n és a 0 azonos hirok
végpontjai, kiilonben: n +b > n > 0+ d, tehat k = n.

Legyen A, B, C' a harom htr, mely nem elvéilaszt6. Ezek koziil legyen C' az, melynek két végpontja 0 és n. Ekkor
vegyiik azt a D hurt, mely kbzvetleniil a C har mellett van, azonos oldalon az A és B hurokkal. Ennek két végpontja
legyen u és v, u +v =t.

Ha t = n, akkor a C hur két végpontjat elhagyva és az Gsszes elemet eggyel cstkkentve megint olyan elrendezést
kapunk, amire méar belattuk az allitast az indukcié miatt.

Ha t < n, akkor ¢ nyilvanvaléan a C' har masik oldalan van, hiszen kiilonben a D huar és a {0,¢} har metsz6 lenne.
Igy (n —t) (hiszen t, n — t nem metsz6 C-vel) is C' masik oldalan van, ekkor viszont a C hur végpontjait elhagyva
megint kapunk harom huart, melynek végpontjain a szamok Osszege megegyez6 és nem szétvalasztoak. De (n — 2)-re
maér belattuk az allitast az indukcié miatt.

Ha t > n, akkor vegyilink minden x szam helyett n — z-et. Vegytiik észre, hogy ekkor az elrendezés nyilvanvaléan
tovabbra is szép lesz, és ekkor visszakapjuk az el6z6 esetet. Tehat belattuk, hogy minden elrendezésben a k-harok
szétvalasztoak. |

Bizonyitsuk az eredeti allitast teljes indukcioval. n = 2-re az allitas nyilvanval6. Ezek utén legyen n > 3. Legyen S
egy szép elrendezés 0, ...,n szdmozassal. Ekkor ha n-et elhagyjuk, akkor kapunk egy 7' szép elrendezést 0,...,n — 1
szamozassal. Az n-hurok T-ben szétvalasztoak, igy 0-n kiviil minden pontnak van péarja. Legyen T 1-es tipusd, ha 0
két n-hur koézott van, és legyen T 2-es tipust, ha nem, tehat a 0-t egy hir valasztja el a tobbitsl.

Megmutatjuk, hogy minden 1-es tipust 7T elrendezés pontosan egy S elrendezésbdl szarmazik, mig minden 2-es
tipusi elrendezés 2 kiilonbozé 2-es S elrendezésbdl ered.

Ha T 1-es tipusu, akkor legyen 0 az A, B n-hiurok koézott. Mivel az n-hurok szétvalasztoak, ezért a T elrendezésbdl
egyértelmtien visszakaphatjuk az S elrendezést, mivel az n pontnak A, B mésik végpontjai kozotti iven kell lennie.
Ha belatjuk, hogy egy 1-es tipusu T elrendezésbe a megfelels helyre visszarakva n-t egy megfelel§ S-t kapunk, akkor



készen vagyunk, hiszen a masik irdny nyilvanvalé. Ha 0 < k < n, akkor nyilvan teljesiil az allitas, hiszen a T-ben levs
k-harok S-ben is azok.

Ha n < k < 2n, akkor az n-hirok parhuzamosak az elrendezés miatt, tehat létezik egy [ tengely, melyre z és n —
szimmetrikusak. Ha lenne két k-hir, mely metsz6, akkor az [-re szimmetrikus péarjai is metsz6k, de ezekben a hirok
végén levd szamok Osszege 2n — k < n, ami ellentmondés.

Ha T 2-es tipusu, akkor ugyanigy megy a bizonyitas, csak az n-et a 0 mindkét oldalara be tudjuk rakni, tehat
kétszer annyi eset keletkezik.

Legyen M, a szép elrendezések szama 0,...,n szamozéssal, és legyen L, a 2-es tipusd szép elrendezések szama
0,...,n szdmozéassal. Ekkor

M, = (Mn—l - Ln—l) +2Lp1=My_1+ Ly_1.

Tehat elég belatni az indukcié miatt, hogy L,_1 azon (x,y) parok szama, melyre x + y = n és Inko (z,y) = 1.
Ahhoz, hogy ezt belassuk, vegyilink egy 2-es tipusi szép elrendezést 0, ...,n — 1 szdmozassal. Szamozzuk a helyeket a
0,1,2,...,(n— 1)-gyel (mod n), mégpedig ugy, hogy a 0 elem a 0-s helyen legyen.

Legyen F(i) az i-edik pozicioban levs elem értéke. f egy permutacioja a [0,n — 1]-nek. Legyen f(a) = n — 1. Mivel
az n-hirok szétvalasztoak 0-val, és minden pont valamely hirnak az eleme, azért az n-hirok parhuzamosak egymaéassal,
igy f(i) + f(—i) = n minden i-re.

Mivel az n — 1 hdrok is szétvalasztdak, és minden pont valamely hirnak az eleme, ezek a hurok is parhuzamosak,
igy f(a—1) = f(—i) — 1 minden i-re, és mivel f(0) =0, azért f(—ak) = k minden k-ra. Ez egy egyenléség modulo n,
és f az 0,...,n — 1 elemek egy permutacioja, igy (a,n) = 1. Tehat L,,—1 < o(n).

Mar csak azt kell belatnunk, hogy ezek az esetek valoban megoldasok. Ehhez vegyilink négy szamot a koron,
melyekre teljesiil, hogy w4+ y = z + z. Ekkor a pozicidkra teljesiil, hogy (—aw) + (—ay) = (—ax) + (—az), ami azt
jelenti, hogy a wy és xz hurok parhuzamosak, tehat az elrendezés valdéban szép, igy belattuk az allitast.



