Teleszkopikus 6sszegekrél, avagy kalandozasok egy versenyfeladat koriil I.

1. Bevezetés

Kozépiskolai matematikaversenyeken gyakran el6fordul, hogy egy-egy kittizott feladat valojdban specidlis esete
vagy éppen egyszerd kovetkezménye valamely altalanos tételnek. Mivel azonban az ilyen tételek rendszerint talmu-
tatnak a kozépiskolas tananyagon, és a megoldési dtmutatéban altaldban nincs hely a részletezésiikre, ezért a diakok
és tanéraik csak ritkdn ismerhetik meg az &ltalanositasokat, valamint azok eredetét. Jelen irds célja éppen az, hogy
kozépiskoléds szinten bemutassa egy 2012. évi matematika versenyfeladat mogott rejlé elméleti és torténeti érdekessé-
geket. Figyelmiink kézéppontjaban a teleszkopikus Osszegek allnak majd, amelyekhez kapcsoléddan szidmos hasznos
fogalomra, illetve Osszefiiggésre vilagitunk ra, és kozben kivald6 matematikusokat ismeriink meg. Kalandozasunk so-
ran a lehetd legkevesebb elGismeretre tamaszkodunk, ezért minden elkeriils fogalomra és Osszefiiggésre emlékeztetni
fogunk. A cikk olvasasaval igy barki megprobalkozhat, de egyes részek akar 6ran vagy szakkoron is feldolgozhatok.
A téma irdnt mélyebben érdekl§dsk szamara menet kdzben bdséges olvasnivalét ajanlunk, valamint a cikk j6 néhény
6nallé gondolkodasra kittizott feladatot szintén tartalmaz, amelyekhez utmutatast is adunk.

2. Kiindulas: egy 2012. évi OKTYV feladat

Matematikatorténeti utazasunk kiindulépontja a 2011/2012. tanévi matematika Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi
Verseny (OKTV) doént6 fordulojanak a II. kategoridban indulok, vagyis a nem speciélis matematika tanterv szerint
halad6 gimnazistdk szamara kittzott 3. feladata (lasd a [3] honlapot).

1 Mutassuk meg, hogy
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2.1. feladat (OKTV, 2011/2012). Legyen h(1) =1 ésn = 2,3,... esetén h(n) =

i=1
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L= < 2.
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Akadhat, aki még nem taldlkozott a Y jellel (gérog nagy szigma bet(), amelyet Gsszegek tomor leirasara (a ...
helyett) is hasznalunk a kovetkezképpen.

2.2. jeldlés. Ha (a,,) egy tetsz6leges valos szamsorozat, akkor
n
(1) Zai::al—l—ag—k...—kan,
i=1

amelyet gy olvasunk, hogy ,szumma i = 1-t6l n-ig a;”. Természetesen i helyett barmilyen futéindexet hasznalhatunk,
mi a cikkben &altaldban a k betit fogjuk. Az (1) Gsszeget a tovabbiakban az (a,) sorozat egy (méghozza az n-edik)
részletdsszegének fogjuk nevezni.

Miel6tt az Olvasé tovabbhaladna, érdemes egy kis id6t szannia az OKTV feladat 6nallé megoldasara, vagy legalabbis
a megoldason valo toprengésre. A hivatalos és egyben talan legelegansabb megoldast az alabbiakban ismertetjiik.

A megoldas Gtlete, hogy egy olyan sszeggel becsiiljiik feliilr6l, mas széval majordljuk L-et, amelyet meg tudunk
adni zart alakban. Ehhez vegyiik észre, hogy mivel a (h(n)) sorozat (szigortian) monoton ndvé, azért k > 2 esetén
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Ezt k = 2-t6l n-ig Osszegezve kapjuk, hogy

n 1 1 1 1 1 1 1
¥ 2 e = (hu) ‘h<2>> ! <h<2> _h<3>> ’ <h<3> _h<4>> o




A (3) egyenl6tlenség jobb oldala egy ugynevezett teleszkopikus 0sszeg, amelyben (a zardjelek elhagyéasaval) minden
tag, az elsd és az utolséd kivételével, pozitiv és negativ elGjellel egyarant szerepel, ezért kiesik, vagyis az Osszeg telesz-
kopszertien (vagy gondolhatunk a zsebradié antennéjara) ,0Osszecsuklik”. Kovetkezésképpen

(4)

minden n > 2 esetén, specidlisan n = 2012 esetén is, amit bizonyitani akartunk. A (4) becslést réviden ugy is
fogalmazhatjuk, hogy a
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k=1

n=1,2,...)

Osszegeknek a 2 egy felsg korlatja.

2.3. definicié. Egy (a,) valos szamsorozatot felilrél korldtosnak neveziink, ha van olyan K valds szam, hogy

an < K minden n=1,2,... esetén. Ekkor K a sorozat egy felsd korldtja. Hasonloan, az (a,) sorozat alulrdl korldtos,
ha a,, > k minden n =1,2,... esetén. Ekkor k£ a sorozat egy also korldtja. Egy sorozatot korlitosnak mondunk, ha

alulrél és feliilrsl is korlétos.

1
2.4. példa. Az a, = 1 — — sorozat egy fels6 korlatja az 1, az a,, = n sorozat viszont feliilr6l nem korlatos. Az
n

a, = (—1)" sorozat alulrol és feliilrsl is korlatos.
Még egy pillanatra visszatérve az OKTV feladat megoldaséra, szinte talcan kindlkozik az altalanositas lehet&sége.

Gondoljuk meg, hogy a (h(n)) sorozat helyett tetszGleges pozitiv tagt (dy) sorozat Dy, := Y dj, részletosszegei vehetdk,
k=1
hiszen ekkor is alkalmazhaté a (2) becslés h(k) helyett Di-val. Valojaban a kovetkezd tételt igazoltuk a fentiekben.

n
2.5. allitas. Legyen (d,,) tetszdleges pozitiv tagi valds szimsorozat és részletosszeg-sorozata Dy == > di (n=1,2,...).

k=1
Ekkor
"L dr o~~~ dy 1 1 1
- _ = — = — < — 7’L=2,3,...,
]; ]2€ kZ:QDk 1Dy, Dy D, Dy ( )
tehdt a

(5) Z% (n=2,3,...)

dsszegek sorozata felilrdl korlatos (mégpedig 1/ D1 egy felsd korldtja).

2.6. megjegyzés. A 2.5. tételben a (dn ) sorozat pozitivitasa helyett nyilvan elegendd, hogy (d») nemnegativ tagi és di = Dy > 0.

Mivel az (5) Osszegek sorozata feliilrsl korlatos, és természetesen monoton novekedd is egyben, ezért a jol ismert
tétel szerint (lasd az [1] konyv 1. kotetének 138. oldalat vagy a [2] konyv 40. oldalan a 15. feladatot) n — oo esetén
sziikségképpen van hatéarértéke, tehat konvergens (a cikkben csak néhany helyen keriil el6 a konvergencia fogalma,
ezért azok is nyugodtan folytathatjak az olvasast, akik még nem hallottak rola; egyébként az [1, 2| kdnyvek részletesen
foglalkoznak a hatarérték-szamitas témakorével).

2.7. definicié. Legyen (a,,) tetsz6leges valos szamsorozat. Ha a
n
©) Jim > o

o0
hatarérték létezik és véges, tehat egy S valds szam, akkor azt mondjuk, hogy a > aj (végtelen) sor konvergens, és
k=1
Osszege S. A Z ay Osszegeket a sor részletdsszegeinek szokas hivni (ezzel egyenértékien mi az (a,) sorozat részlet-
k=1
Osszegel elnevezést is hasznaljuk, ha ez nem okoz félreértést). Ha a (6) hatarérték valamelyik végtelennel egyenls vagy

nem létezik, akkor a sort divergensnek mondjuk.

2.8. megjegyzés. A 2.7. definicio6 el6tt tett megallapitasunk alapjan, ha egy sor nemnegativ tagd, azaz a, > 0 minden n-re,
és részletosszegei feliilrél korlatosak, akkor a sor konvergens. Ez visszafelé is igaz, hiszen ha egy tetsz6leges valds szamsorozat,
legyen az akar egy részletGsszeg-sorozat, konvergens, akkor korlatos (lasd az [1] konyv 1. kotetének 125. oldalat).



2.9. példa. A 0+ 040+ ... sor konvergens és Osszege 0, hiszen a részletOsszeg-sorozata az azonosan 0 sorozat,
amelynek hatarértéke 0. Az 14+141+4. .. sor divergens, mert n-edik részletésszege n, amely n — oo esetén végtelenhez
tart. Az 1 —1+1—1+4 ... sor (2n + 1)-edik részletosszege 1, 2n-edik részletésszege pedig 0, igy a részletosszegek
sorozatanak n — oo esetén nincs hatarértéke, tehat a sor divergens.

Latszolag az 1 —14+2—-243—-34+4—4+... sor Osszege 0, ,mert minden tag kiesik”, azonban a részletdsszeg-sorozata
1,0,2,0,3,0,..., amelynek nyilvan nincs hatarértéke, tehat a sor nem konvergens. Ez azt mutatja, hogy egy végtelen
Osszeget altalaban nem zarojelezhetiink akarhogyan, mert ezaltal az 0sszeg, s6t a konvergencia vagy divergencia ténye
is megvaltozhat.

Rogzitett g # 1 valos szamra az

l+q++¢+. ..

agynevezett geometriai sor n-edik részletOsszege a geometriai sorozat elsé n tagjanak Osszegképlete alapjan
q" -1
g—1"

Mivel |¢| < 1 esetén ¢" — 0, igy ekkor a geometriai sor konvergens, és

1

(Gondoljuk meg, hogy az iménti képlet mit adna ¢ = —1 esetén, ha érvényes lenne, az 1 —1+1—1+... sor Osszegére.)

A tovabbiakban célunk a 2.5. allitds messzemend altalanositéasa. Ezzel kapcsolatban természetes modon vetédik fel
a kovetkezd kérdés.

2.10. probléma. Legyen (d,,) tetszileges pozitiv tag valos szamsorozat és részletOsszeg-sorozata Dy, := > dj
(n=1,2,...). Ekkor milyen « valos szdm esetén lesz feliilrsl korlatos a

(7) ZD—IZ n=23,...)

k=2

Ead

Osszegek sorozata?

A cikk tovabbi részében a 2.10. problémat teljesen megvalaszoljuk, majd az eredmények néhény alkalmazésat
mutatjuk be. Latni fogjuk, hogy a probléméhoz kapcsolodd kérdésekkel szamos matematikus foglalkozott az elmult

évszazadok folyaman.

3. Altalanositas, Pringsheim tétele

Kezdjiik a 2.10. probléma, talan legegyszertibb esetével. Ha oo > 2, akkor 2 = D1 /Dy, < 1 valasztéassal z® < z?, ezért

és igy a 2.5. allitasbol kovetkezGen
~ 1 1 1
S i< (5-50) <5
— Dy Da Dy D, D¢

vagyis a (7) Osszegek sorozata ismét feliilrsl korlatos. Megmutatjuk, hogy a feliilrsl korlatossag oo > 1 esetén is érvény-
ben marad. S6t, ennél tobbet igazolunk, nevezetesen, minden 8 > 0 esetén a

= Dy — Dy
(8) = (n=2,3,...)
ZDE 1Dk kz2 D/f 1Dk

alaki Gsszegek sorozata feliilr6l korlatos. Ekkor = o — 1 > 0 vélasztassal a
" dy = di, - di,
_F " < v
a a—1 — a—1
= DK kZ:2 Dy Di kz::z Dye1 Di
becsléshol kovetkezik a (7) Gsszegek sorozatanak o > 1 esetén valo korlatossaga.

A (8) Osszeg becsléséhez legyen p tetszbleges pozitiv egész szam, amelyre 1/p < 8, és tegyiik fel, hogy dy = D1 > 1.
Ekkor azt allitjuk, hogy



Dy — Dyp_q 1 1
(9) <p -— ]
oo M\T

Dy Dy

1 1

Valoban, az u = D{ | és v = D} jelolések bevezetésével D1 > Dy > 1 és p valasztasa folytan ng > u, igy

Dy — Dy VP — uP
k k=1 '

D/f—le a

uvP

A jobb oldalt szorzattéa alakitva, majd u < v felhasznélasaval

P —uP (v —uw) (P PRy ouP T2 P L) <

uvP uvP
< (v—uwprt (1 1
- uvP P U v)’

ahonnan a (9) egyenl6tlenség azonnal adodik. Tetszdleges D1 > 0 esetén tekintsiik a d :=di/Dy (k=1,2,...) soro-
zatot, ekkor Dy = Dy /D1, specidlisan d; = D1 = 1, igy érvényes a (9) becslés alabbi megfelelGje:

-[)k_ﬁk—l <p< 1 _i
Dﬁi Dk = 1 e
= P, D

Ebbél egyszerid atalakitassal nyerjiik, hogy

Dy — Dy D 1 1
(10) e P (-,
Dy Dy~ p’

Visszatérve kiindulési célunkhoz, a (10) becslést alkalmazva végeredményben azt kapjuk, hogy

Dy —Dy1 _ 1 1y  »p 1 1
b < () - ()

= =20y " \pr by by D

A fentiek alapjan a 2.5. allitas kovetkezs altalanositasat nyertiik, amelyet Alfred Pringsheim (1850-1941) német ma-
tematikus igazolt 1890-ben.

3.1. tétel (Pringsheim, 1890). Legyen (d,) tetszdleges pozitiv tagi valds szdmsorozat és részletdsszeg-sorozata

= > di (n=1,2,...). Ekkor tetszdleges B > 0 szdm esetén a
k=1

" dy, . . dy,
LA g
k:2Dk Dk 1Dk

dsszegek sorozatai felilrdl korldtosak. Sot, tetszéleges p > 1/ pozitiv egész szamra fenndll a kiévetkezd becslés:

S dy, - dy; p 1 1 P
(11) > 5 <D < — | < =
p B -1 1 1 B

== A VY B

3.2. megjegyzés. Alfred Pringsheim f6ként a valos és komplex analizis teriiletén alkotott jelent&set, emellett mivészettorté-

nettel és zenével is foglalkozott.

Most rovid kitérst tesziink, hogy egy kicsit tobb analizis segitségével a (9) egyenlGtlenségnél erGsebbet igazol-
junk, illetve a (7) osszegekre kozvetleniil, a (8) Osszegek nélkiil is adjunk felss becslést. A kovetkezs rész eredményeit
a késGbbiekben nem hasznéljuk, ezért elsé olvasasra kihagyhatok (a (15) Osszefiiggésre azért érdemes rapillantani), és
az Olvaso nyugodtan a 4. szakaszra ugorhat.



Megmutatjuk, hogy (9) helyett 0 < 5 < 1 esetén tetsz6leges Dy > 0 mellett

Dy~ D1 _ 1 1 1
Dl D, ~B\D!, D}

vagy ekvivalens mo6don

&
1 Dk,1 > Dkfl
12 — -1 < —=—1.
(12) g l( Dy, ] = Dg
Mivel Dy_1 < Dy, ezért elegendd igazolnunk, hogy rogzitett a < 1 esetén az
a® —1
f@)="—= (@>0)

fiiggvény (szigoruan) monoton névé (nyilvan a = 1 esetén is monoton nové), hiszen ekkor a = Dy /Dy, valasztassal
B <1esetén f(B) < f(1), ami éppen a (12) egyenlGtlenség, és az is lathato, hogy 8 > 1 esetén f(3) > f(1).

z\ Y

N

0 z1 22 = [ gbra. ¢® konvexitasa

a

Vegyiik észre, hogy f(x) nem mas, mint az a” fliggvény grafikonjanak a 0 és az z abszcisszaju pontjait Osszekots
hir meredeksége. Ez viszont x novelésével szigorian monoton nd, ugyanis a” szigorian konvex fiiggvény, ami éppen
azt jelenti, hogy tetszsleges [0, z] intervallumon a fiiggvénygrafikon a végpontjait 6sszek6ts hur alatt fekszik (kivéve
termeészetesen a végpontokat), lasd az 1. dbrdt, illetve konvex fliggvényekrsl bévebben az [1] konyv 1. kotetének 294—
296. oldalait és a [2] konyv 208. oldalan a 33. feladatot.

A konvexitas fogalméanak segitségével az is megmutathatd, hogy o > 1 esetén

Dy — Dy 1 1 1
(13) a < _ a—1 a—1 | °
Dy a—1\Dy~) Dy

1—

Valéban, a g(z) = 2~ (z > 0) fliggvény bevezetésével a (13) egyenlStlenség a

9(Dy) — g(Dg—1)

14
(14) Dy — Dy

<g'(Dy)

alakot olti. Ez az egyenl6tlenség viszont kdvetkezik a g fliggvény konvexitasabol: g grafikonja barmely érintje f6lott
fekszik (kivéve nyilvan az érintési pontot), igy a Dy abszcisszaju pontba huzott érinté meredeksége (vagyis (14) jobb
oldala) legalabb akkora, mint a Dy_1, Dy abszcisszaju pontokat Osszekotd hur meredeksége (azaz (14) bal oldala),
lasd a 2. dbrat.

‘ + + . _ L,
D1 Dy, T 92 dbra. z'7* konvexitasa

A (13) becslés segitségével a (7) Osszegekre végiil a

"L dy, "1 1 1
(15) — < ( — >:
2 mo-1\Dpn Dyt
1

«
k=2 "k

B ( 11 ) < 1

T a—1\ Dot ot (a—1)Dy
fels6 becslést nyerhetjiik, amely o — 1 = 1/p esetén egybevag a 3.1. tétel (11) becslésével, kiilonben pedig annal egy
kissé erGsebb.



4. Még tovabb: Dini tétele

Hatravan még a (7) Osszeg vizsgélata a 0 < o < 1 esetben. Miel6tt ratérnénk, vegyiik észre, hogy
de 1 O Dy, — Dy

e = pa 2 %= "pa
Dg DS kzzz DS

Ez azt jelenti, hogy ha a (D,,) részletsszeg-sorozat feliilrél korlatos, akkor a (7) Osszegek sorozata is feliilrsl korlatos
minden o valds szamra.

Ezentul feltehets tehat, hogy a (D,,) részletdsszeg-sorozat feliilrsl nem korlatos. Megmutatjuk, hogy ekkor 0 < w < 1
esetén a (7) Osszegek sorozata sem feliilrsl korlatos. Ezt elég belatni az o = 1 esetben, hiszen = Dy /Dy < 1 valasz-
tassal 0 < a <1 esetén x® > x, igy

RN

k=2 2

n

>Q

n

" dy, 1 Dy o
k:zD_g:D_(llkzz:d <Dk> _D"‘de =Dr” Z

A nemkorlatossagot elGszor egy specidlis esetben igazoljuk, az altalanos eset bizonyitasa pedig annak mintajara
torténik. Tekintsiik tehat a specialis d, = 1 (k = 1,2,...) konstans sorozatot, és legyen a = 1. Ekkor Dy = k, igy

St

k k=2

?rl»—‘

A fenti Osszeg nemkorlatossdgat mar Nicole Oresme (1320 koriil-1382) francia filozofus és matematikus (aki késébb
Lisieux véaros piispoke is volt) 1350 koriil belatta. Bizonyitasanak Gtlete, hogy n = 2° valasztassal ¢ novelésével
tetsz6legesen nagy alsé becslést kaphatunk a kdvetkezd modon:

(16) I i S
23 4 5 78 9 Tae T otlgq ol
N——"
>4 >t 4L >E+ 4+ >4 4+
1 1/
42 o444 42 =
>5F2 0+ +o 2 g =g

Az el6bbi becslést nevezhetjiik kondenzdcids eljarasnak, amelynek lényege az egymas utani tagok kondenzacidja, més
szoval stiritése, sszenyomasa. Erdemes meggondolni, hogyan moédosul a bizonyitas 2 hatvanyai helyett 10 hatvanyaival.
A (16) egyenlGtlenségbdl, valamint annak ellenkez6 iranya parjabol konkrét becslés nyerhetiink az els6 n pozitiv
termeészetes szam reciprokdsszegére.

4.1. feladat. Igazoljuk, hogy
1 1 1 1
(17) §[log2n]+1§1+§+§+...+ﬁ§[log2n]+1,

ahol [z] az = egészrésze, vagyis a legnagyobb z-nél nem nagyobb egész szam.

o0
4.2. megjegyzés. Ha egy > ay sor konvergens, vagyis Osszege egy S valos szam, akkor
k=1

an:iak—iakm—o%s S =0,

tehat a,, — 0 a sor konvergenciajanak sziikséges feltétele. A (16) példa mutatja, hogy e feltétel nem elegendd, hiszen
1/n—0,dea ) % sor divergens, mert részletosszegei feliilrél nem korlatosak.
k=1
Az altalanos esetben a (7) Osszegek o = 1 mellett valo nemkorlatossaganak igazolasa a (16) egyenlGtlenséghez
hasonl6 alsé becsléssel (minordldssal) torténik. ElGszor is rogzitsiink egy tetszoleges ng indexet. Ekkor

a18) dngit | novz | Gntn o dngtr + gin 4t i
Dpnyt1 - Dngy2 Dry+n Dry+n
_ Dugtn=Dng _ | Dug
Dno-i-n Dno-i-n-

Mivel a (D,,) sorozat feliilr6l nem korlatos, ezért (a rogzitett no-hoz) talalhato olyan ny > ng index, hogy D,,, /Dy, <
1/2, igy a (18) egyenlGtlenségben n = ny — ng valasztassal

o k
(19) :; D, Z

l\DI»—A



Az el6bbi gondolatmenetet ng helyett az m; indexszel végrehajtva hasonloan nyeriink egy ns indexet ugy, hogy
a (19) egyenl6tlenség mintajara

Az eljarast folytatva végiil egy olyan (ny) indexsorozatot kapunk, amelyre

Ny ni e

dk dk dk 1 1 14
— = — ... — 2> -+t -==.
2 5= 2 ptt X pziztetiTs
k=no+1 k=ng+1 k=ngy_1+1

Kovetkezésképpen a

(20) Z,dj_i (n=2,3,...)
k=2

sorozat felilrsl nem korlatos. Vegyiik észre, hogy a di = 1 specidlis esetben Oresme bizonyitdsaban (vagyis a (16)
becslésben) éppen ny = 2°.

A kapott eredményt Pringsheim tételével és a (15) becsléssel, illetve a szakasz elején irottakkal 6sszevetve Ulisse Dini
(1845-1918) olasz matematikus egy 1867-es eredményét nyerjiik, amellyel a 2.10. problémat teljesen megvélaszoltuk.

4.3.tétel (Dini, 1867) Legyen (d,) tetszdleges pozitiv tagi valds szdmsorozat, amelynek részletdsszeg-sorozata
D, := > di (n=1,2,...) felilrél nem korldtos. Ekkor a
k=1

(21) Sl s
k=2

a
k

2]

dsszegek sorozata o < 1 esetén feliilrél nem korldtos, o > 1 esetén feliilrdl korldtos, méghozzd

Mds szoval a

sor a > 1 esetén konvergens, o < 1 esetén pedig divergens. Amennyiben a (D,,) részletdsszeg-sorozat felilrél korldtos,
akkor a (21) édsszegek sorozata is felilrdl korldtos minden o valds szdm esetén.

4.4. megjegyzés. Dini f6ként a valos egyvaltozos fiiggvények teriiletén kutatott, az altalanositas és az ellenpéldak mestere
volt. A 4.3. tételt az altalunk kozolt bizonyitasoktol eltéré modon igazolta, és jelentsen altalanositotta.
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