I. rész

1. Az abran egy olyan pdlydt lditunk, mely 2011 db négyzetbdl dll. A négyzetekbe szdimokat irtunk 1-t6l 5-ig egymds
utdn a pdlya végéig.

[1]2[3]a]5][1]2]3[4]5]1]2]

Az elsd négyzeten dll egy babu. Mindig annyit lépink a babuval, amennyi azon a négyzeten ldthato, amelyen a bdbu
éppen tartozkodik. Szamitsuk ki azoknak a szamoknak az dsszegét, amely szdmokra nem lép rd a bdbu, mig a palydn
végighalad. (10 pont)

Megoldas. Az abran a babu elsé 4 1épését latjuk. Negyedik lépéskor ismét 1-esre 1ép, amibsl kovetkezik, hogy
innentdl kezdve a 1épések periodikusan ismétlgdnek.

[1]2[3]4a]5][1]2]3[4]5]1]2]

Ez egyben azt is jelenti, hogy egy periédusban éppen 10 db négyzet szerepel, és minden negyedik lépéssel egy tjabb
periddus veszi kezdetét. Mivel 2011 = 10- 201 + 1, azért 201 periddus szerepel a palyan és az utolso lépéssel érkezik el
a babu a palya utols6 négyzetére, ami az eddig elmondottak szerint 1-es.

Egy peri6dusban (és minden periodusban) a babu a 3, 5, 1, 2, 4, 5 szdmokra nem lép ra. Tehat azoknak a szdmoknak
az Osszege, amelyekre a babu nem 1ép ra, amig eljut a palya végére:

201- (3+5+1+2+445)=201-20 = 4020.

2. Egy nagy cégnek 1320 dolgozdja van. A dolgozok 60%-a a cég menzdjdn étkezik. A menzdra jdrék szdmdnak és
a cég dolgozdi szamadnaek ardnya —-szor akkora, mint a menzdra jaré férfiak és a cég férfi dolgozdinak ardnya. A menzdra
jaro férfiak és a cég férfi dolgozdinak ardnya €s a menzdra jare nok és a cég ndi dolgozdinak ardnya pedig gy aranylik
egymdshoz, mint 2 : 3. Hany férfi és hany nd dolgozik ennél a cégnél? (13 pont)

Megoldas. Legyen f és n a cég férfi és néi dolgozoinak szama, valamint f,,, és n,, a menzara jaro férfiak és nsk
szama. A feltételek szerint a menzéra jarok szama 1320 - 0,6 = 792, tehat f +n = 1320 és f,, + n.,, = 792. Tovabba

792 6 fm
@:g'f?, ahonnan  f =2fn, &
"ﬁn =3 azaz 573 ahonnan TL—3nm-

4
Ezek szerint f +n = 1320 = 2f,, + 3m- Ezt az egyenl@séget igy is irhatjuk:
2 2
1320 = 2f,, + 20, — §”m = 2(fm + nm) - §”m7

1320=2-792 — gnm, azaz gnm =264, ahonnan n,, = 396.

Ezzel f,, = 792 — 396 = 396.

4
Tehat a menzara jar6 férfiak és nék szama egyarant 396. Ekkor f = 2f,, =792 és n = 3Mm = 528.
Vagyis a férfi dolgozok szama 792, a néi dolgozok szama, 528.

3. Egy raktdrban 13 nagy dobozt tdrolnak. E dobozok kézil néhdnyban van 13-13 db kézepes méretd doboz. A kizepes
méretd dobozok kizil néhdanyba 13-13 kisebb dobozt tettek. Az tires dobozok szama 205. Hdny doboz van a raktdrban?
(14 pont)

Megoldas. Legyen a 13 db nagy doboz kdzott k db olyan, melyekbe 13-13 kozepes dobozt tettek. Ekkor 13 — &
db nagy doboz iires.

A 13k db kozepes doboz kozott legyen n db olyan, melyekben 13-13 db kis doboz van. Ekkor 13k — n db kozepes
doboz iires és a 13n db kis doboz mindegyike szintén iires. Ezek szerint az iires dobozok szdma

13— k+ 13k —n+ 13n =205, azaz 12k+ 12n =192, ahonnan k& +n = 16.

Az asztalon Gsszesen 13+ 13k+13n db doboz van. Tehat a dobozok szama 13+13k+13n = 13(k+n+1) = 13-17 = 221.
4. Négy dobozba piros és fekete golyckat helyeztiink el az abra szerint .



1. 2. 3. 4

|5m5f||10m5f||7m14f|h4m;4d

Minden dobozbol véletlenszerien kivesziink egy-egy golydt. Igazoljuk, hogy annak a valdszinidsége, hogy mind a négy
(14 pont)

kivett golyd piros, ugyanannyi, mint annaek a valdszindsége, hogy mind a négy golyo fekete.

Megoldas.
Annak a valoszintisége, hogy az elsé dobozbdl pirosat hiizunk %, annak a valésziniisége, hogy a masodik dobozbol
pirosat hizunk

10 annak, hogy a harmadik dobozbél pirosat hizunk — = %, végiil, hogy a negyedik dobozbdl pirosat

53
htizunk —. Tehat annak a valészintisége, hogy mind a 4 dobozbdl pirosat htzunk:

Annak a valosziniisége, hogy a dobozokbdl feketét hizunk rendre: %, %, ;, % Tehat annak a val6szindsége, hogy
mind a négy dobozbdl feketét huzunk:
1121 1
23 3 2 18
A két valoszintiség valoban egyenld.
II. rész

5. Az abran egy auté hdtso szélvéddjét és annak ablaktorldjét latjuk. Ez egy 10 cm-es és egy 20 cm-es, egymdshoz
120°-0s szdgben csatlakozé kar, melynek 10 cm-es darabja a hajtékar, 20 cm-es darabja a gumilapdt. A hajtokar
a szimmetrikus trapéz alaku hdtsé ablak hosszabbik alapjinak F felezdpontja koril tud elfordulni 120°-o0s szdgben.

(A hdtso ablakot tekintsik sikbeli alakzatnak.)
D 60 cm c
30 cm
P 120°
120°
A F 10 cm B
80 cm

a) Milyen tdvol van a gumilapdt P végpontja az ablak CD oldaldtol, amikor a legkizelebb van hozzd?

b) Hdny szdzalékdt torli le a gumilapdt o hdtsé ablaknak?

Megoldas. a) Az ablaktorls gumilapat P végpontja akkor van legkézelebb az ablak C'D oldaldhoz, amikor az
F'P egyenes mersleges az alapokra. A keresett tavolsag a trapéz m magassaganak és az F'P szakasznak a kiilonbsége.
A trapéz magassagit a BCK derékszogd haromszogbdl kapjuk Pitagorasz-tétel segitségével. Mivel

igy m =302 —10% = v/800 = 28,28 cm.

80 — 60
=10 cm,

BK =
D 60 cm
P
20 cm
S)M
10 cm
F




Az F P szakasz hosszat koszinusztétellel szamithatjuk ki:
FP?=FM?*+MP?—-2.-FM-MP -cos120° = 700, FP = /700 = 26,46 cm.

Tehat az ablaktorlg gumilapat végpontjanak a felsé C'D oldaltol valé legkisebb tavolsaga 28,28 — 26,46 = 1,82 cm.
b) A trapéz teriilete:
(80 4 60) - 28,28
2
A lapat altal letorolt Tiisata teriiletet az alabbi gondolatmenettel szadmithatjuk ki.

Tirapes = =1979,6 cm?.

D 60 cm C

30 cm

ElSszor kiszamitjuk az F' kozépponta, PF = z sugara PFQ korcikk teriiletét, ehhez hozzéadjuk az FFM™*(Q harom-
szog teriiletét, majd az Osszeghdl levonjuk a PF M haromszog és az M FM™ korcikk teriiletét:

Thissta = TPFQ korcikk + Trvm+Q — Tprv — T F M+ koreikk-
Az FM*Q és PFM héaromszogek nyilvanval6an egybevagd haromszogek, igy
Thiszta = TPFQ korcikk — TMFM* kbreikk-
Az x szakaszt a PM F haromszogbdl kapjuk koszinusztétellel:
22 =10%4+20%2—2-10-20- cos 120°,
22 =500+ 200 = 700, ahonnan z = 10V/7.
Mivel PFQ< = 120°, azért

10V7)* - 7007
TpPrQ worcikk = 7( 36()) 120 = — ~ 733 cm?.
Az M FM* korcikk teriilete: )
10°m 1007
T FM* Kbreikk = 360 120 = — = 104,7 cm?.
Tehat az ablaktorls altal tisztitott teriilet nagysaga: 733 — 104,7 = 628,3 cm?.
628,3
Vagyis a gumilapat a hatso szélveds teriiletének kb. m - 100 = 31,7%-4t torli le.

6. Az abran egy épitendd hdztomb és a hozzd tartozé mélygardzs alaprajzat ldtjuk. A hdztomb alaprajza hdrom
egymds mellé helyezett négyzet, melyek oldalai: 50 m, 40 m és 30 m. A mélygardzs alakja egy olyan DEGH téglalap,
melynek hosszabbik DE oldala a révidebb oldaldnak mdsfélszerese.

a) Mekkora a mélygardzs terilete?

b) A gardzs kocsibejardja az EG oldal F felezépontjdgban lesz. A hdztomb A csiucsdndl lesz egy lejdrat a pincébe,

ahonnan a B pontndl egy ajton dt lehet kijutni a mélygardzsba. Milyen hosszi o BF' szakasz? (16 pont)
G
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Megoldas. a) A téglalap HD oldalat a HT D derékszogl haromszoghdl szamithatjuk ki a Pitagorasz-tétel segit-
ségével. A haromszog egyik befogdja 50 + 40 4+ 30 = 120 m, masik befogoja 40 m, tehét

HD?* =120 + 40 = 16 000, ahonnan HD = 40V/10.

A téglalap masik oldala ennek méasfélszerese, vagyis DE = 60V 10 . Ezek szerint a mélygarazs teriilete: 40v/10-60v10 =
24 000 m?.
b) Helyezziik el az dbrdt egy alkalmasan valasztott koordinatarendszerben; legyen az egység mindkét tengelyen

10 m. Az F pont koordinatait megkapjuk, ha a Dﬁ (—4; 12) vektor —90°-os elforgatottjat megszorozzuk 1,5-del. Ezzel

1 —H> .
az E pont E(18;6). Az F pont koordinatait pedig megkapjuk, ha a ﬁ vektorhoz hozzaadjuk az §D vektort. Igy
F(16;12).

G

E(18;6)

B

A(-3;0) |D z

Ezek utan irjuk fel a DH és AF egyenesek egyenletét, majd szamitsuk ki ezek B metszéspontjat. A megfelels

pontok koordinataibol a DH egyenes egyenlete: y = —3x, az AF egyenes egyenlete: 12z — 19y = —36. A két egyenes

12 36
metszéspontjanak koordinatai B (—2—3; 23 ) Ezzel a B és F pontok tavolsaga:

380\’ 240\
BF =/ 2= =) ~ 1954 1954 m.
¢<23>+<23) 050, azar 1954 m

7. Adott a valds szdimok halmazdn értelmezett f(x) = 2*+bax+c figgvény. A fiigguényérték valamely k valds szamra
f(k) =190,1. Szamitsuk ki az aldbbi dsszeget:

fE=1D)+fk+D)+fk=2)+f(k+2)+...4+
+ f(k—=5)+ f(k+5). (16 pont)
Megoldas. Irjuk ki részletesen az f(k—i)+ f(k+1i) tagokat, ahol f(x) = x* +bx+c, f(k) = 190,1 és4 = 1,2, 3,4, 5.
flk=d)+ fk+i)= (k=i +bk—i)+c+ (k+i)° +blk+i)+c=
=k* —2ki+i° + bk —bi+ c+k* +2ki+i> + bk +bi+c=
= 2k® 4 20k + 2c + 20° = 2(k* + bk + ¢) + 2°.
A zarojelben éppen f(k) szerepel, igy
flk—i)+ f(k+i)=2- f(k) + 20>
Ezek szerint az alabbi 0sszeget kell kiszamitanunk:
2-f(k)+2-12+2 - f(k)+2-224+2 - f(k) +2-3>+2- f(k)+2-4>+2- f(k) +2-5°
Vagyis a keresett 0sszeg:

10- f(k)+2- (1 +2% 4+ 3%+ 4%+ 5%) =10-190,1 + 2- 55 = 1901 + 110 = 2011.

8. a) Oldjuk meg a \/10g21 x —10log1 = + 25 > 1 egyenldtlenséget a valds szamok halmazdn.
2 2



b) Legyen 0 < x < 5. Igazoljuk, hogy ekkor

V=12 — 22 + 35 +x + 20 — 22 < 10,5. (16 pont)

Megoldas. a) A megoldando egyenl6tlenségnek a benne szerepls logaritmusok miatt csak akkor van értelme, ha
x > 0. A négyzetgyOk alatt teljes négyzet szerepel:

2
(loglx—5) >1, azaz logl:b—f)’ > 1.
2 2

Ez azt jelenti, hogy log1  —5 > 1 vagy log1 z — 5 < —1.
2 2

Els6 esetben:

1\
log; x > 6 =logy (—) .
2 2 \2

6
1
Mivel az log z fiiggvény szigortian monoton cstkkend, azért x < (5) =51
2
A masodik esetben .
1
log1 x <4 =logy (—) .
2 2 \2
L , o ' 1
Innen, az log: x fiiggvény elgbb emlitett tulajdonsadga miatt = > T
2

A két esetet egybevetve az eredeti egyenlGtlenség megoldasai:

1 1
0 < — — < .
<x_64, vagy 16_3:

b) Bontsuk fel a négyzetgyokok alatt szereplé masodfoku kifejezéseket els6foktiak szorzatara. Ehhez elGszor ki kell
szamitanunk a masodfoku kifejezések zérushelyeit. Az els6 négyzetgyok alatti kifejezésre

2+V4+140 2412

T2 = ) 5 1= =7, x2=05.
A miésodik négyzetgyok alatti kifejezésre
-1£v/1+8 —-1+£9
T2 = — =5 = —4, x2=075.

A kapott gyokokkel a megadott kifejezés igy irhato:

V= +7)(x—5)+ /—(z+4)(x —5) < 10,5,

vagy masképpen:

VE+7)06—2)+(z+4)(5—2z) <10,5.

Mivel 0 < z < 5, azért mindkét négyzetgyok alatt nem negativ mennyiség szerepel. Alkalmazzuk mindkét tagra
a szamtani és mértani kézép kozotti egyenlStlenséget. Eszerint:

(x+7)(5_x)§$+7$:1_22:67

valamint . 9
@+4)6-2) < W -

E két egyenlGséget Osszeadva kapjuk a bizonyitando allitast:

VE+7)6-—2)+/(z+2)(5-—1z) <6+ g =10,5.

9. Adott a valds szamok halmazdn értelmezett fligguénysereg:
flx)=2>+(a—1)2? — (2a+2)z +a — 4.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha a egész szam, akkor f(—1) 4+ f(0) + f(1) + f(2) oszthats 6-tal.
b) Hatdrozzuk meg a fiiggvény zérushelyeit, ha a = 4.
¢) Valamely a-ra a fiigguény x = 2 helyhez tartozd érintdje dthalad az origon. Irjuk fel az érintd egyenletét. (16 pont)



Megoldas. a)

Tehat

f(-1)=—-14a—-14+2a+2+a—4=4a—4
f(0)=a—4,
fy=14a-1-2a—2+4a—4=—6,
f2)=8+4a—-4—-4a—4+a—-4=0a—-4

D+ 0+ )+ f2)=4a—44a—44+—6+a—4=06a—18.

Ez pedig oszthato 6-tal, ha a egész szam.

b) Ha a = 4, akkor f(z) = 2° + 32% — 10z, azaz f(z) = ;v(x2 + 3z — 10). A fiiggvény zérushelyei: 21 = 0, valamint

az z° 4 3z — 10 = 0 egyenlet gyokei, tehat z; = 0, 2o = 2, x3 = —5.

¢) Ha © = 2, akkor f(2) = a — 4. Tehat az érint6 érintési pontja P(2;a — 4). Az érint6 m meredeksége a fliggvény

derivaltja az x = 2 helyen:

f(z) =32 +2(a — 1)z — 2a — 2,

Ezek szerint az érints egyenlete: y —a+ 4 = (2a+ 6)(z — 2). Ez az érint6 athalad az origon, tehat: —a+4 = —4a — 12,

ahonnan a = -3 Ezzel az érinté egyenlete:

1 2 14
y+§6+4: (6—%) (x —2), azaz y=-3=

tehat m = f'(2) =12+4a —4—2a—2 =2a + 6.



