Megoldasvazlatok a 2012/2. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Amikor Jancsi célba ért a mezei futéversenyen, akkor a helyszini riporter megkérdezte tdle, hogy hanyadik helyen
végzett. Jancsi igy vdlaszolt: ,Ha az eldttem végzdk fele maogittem végzett volna, akkor mdégittem Gtszor annyian lettek
volna, mint eléttem. Ha viszont a mégdttem befutok harmada eldttem végzett volna, akkor 6-tal tébben végeztek volna
eldttem, mint mogottem.”

Hany résztvevdje volt a futéversenynek és hanyadik helyen végzett Jancsi? (12 pont)

Megoldas. Legyen = a Jancsi eltt, és y a mogotte végzettek szdma. Ekkor az elsé feltétel alapjan:
y—|—E:5- (x—%), azaz y = 2x.

A masodik feltétel alapjén:

A két egyenletbdl kapjuk, hogy
— =2 -6, vagyis z =18
Ezek szerint Jancsi el6tt 18-an, mogotte 36-an végeztek. A versenyen résztvevék szama 18 + 1 + 36 = 55. Jancsi

a 19. helyen végzett.

2. Egy szabélyos hatszog alaku rét egyik oldalanak felezGpontjaba szurt karéhoz kikotottiink egy kecskét. Hany
szazalékat legelheti le a kecske a rétnek, ha feszes kotél esetén pont el tud jutni a két szomszédos oldal tavolabbi
végpontjaba? (12 pont)

Megoldas. Legyen az ABC D E'F szabalyos hatszog egységnyi oldala. Ekkor teriilete:

E D

A G B

A kecske altal elérhets teriiletet két egybevagd haromszog és egy korcikk alkotja. Az AGF és a BGC haromszogek
t; teriilete a trigonometrikus teriiletképlet alapjan:

1-5-sin120° V3

fp=—2 = Y2
! 2 8
Az AGF haromszogre a koszinusztételt alkalmazva:
1 1 5 1 7 VT
k2 —14+--9.1.-. 120° = = + = = — h k=—.
+ 1 5 cos 120 1 + 5 = 1 ahonnan 5
Az AGF haromszogben a szinusztételbdl:
i 1 2 3 2 3
% = ? = W, tehét sina = g . —7 = ?, ahonnan o= 40,90.

Ezek szerint a korcikk FGC kozépponti szoge: FGC = 180° — 2 - 40,9° = 98,2°. Vagyis a korcikk o teriilete:
k2r

ty = ——
27 360

.98,2 ~ 1,5.

A kecske altal elérhets rész T teriilete:

V3

T=2t +t3 = e + 1,5 =~ 1,933.

1,933
Tehat a kecske a rét 27598 -100 =~ 0,744-ed részét, azaz 74,4%-4at tudja lelegelni.




3. Legyen az alaphalmaz az els6 n pozitiv egész szamot tartalmazoé halmaz. Legyen az A halmaz a 3-mal oszthato,
a B halmaz a 4-gyel oszthat6, a C halmaz pedig az 5-tel oszthaté szdmok halmaza.

a) Veéletlenszertien kivilasztva egy szamot, mekkora annak a valoszintisége, hogy az a megadott harom halmaz
egyikének sem eleme, ha n = 1007

b) Ha az AN BN C halmaznak 2 eleme van, akkor hany eleme lehet az (AN B)\C halmaznak ? (13 pont)

Megoldas. a) Az AN BN C halmaznak csak 1 darab eleme van (ez a 60). Legyen az AN B elemeinek szama z, a
BN C elemeinek szama y, az A N C elemeinek szdma pedig z.

Az A halmaz elemei a 100-nal nem nagyobb 3-mal oszthatd pozitiv egész szamok. Ezek egy olyan szamtani sorozat
egymaést kovets tagjai, melynek elss tagja 3, utolso tagja 99, differenciaja 3, tehat 99 = 3+ (n—1) -3, ahonnan n = 33.
Tehat az A halmaznak 33 eleme van.

Hasonléképpen kapjuk, hogy a B halmaznak 25, a C halmaznak pedig 20 eleme van. Ezek szerint a felhasznalt
szamok szama:

33+25+20— (z+y+2)+1.

Az AN B halmazba a 12-vel oszthat6é szamok tartoznak:
AN B ={12,24,36,48,60,72,84,96}.

Tehat ennek a halmaznak 8 eleme van, azaz x = 8.
A BN C halmazba a 20-szal oszthat6é szamok tartoznak:

BN C = {20,40,60,80, 100}.

Tehat ennek a halmaznak 5 eleme van, azaz y = 5.
A AN C halmazba a 15-tel oszthato szamok tartoznak:

AN C = {15,30,45, 60, 75,90}.

Tehat ennek a halmaznak 6 eleme van, azaz z = 6.
Ezek szerint a felhasznalt szamok szédma: 33 + 25 4+ 20 — (8 + 5+ 6) + 1 = 60. Igy azon szamok szama, melyeket
egyetlen halmazba sem soroltunk be, 40.

40

A keresett valoszintiség: T00 = 0,4.

b) Ha az ANBNC halmaznak 2 eleme van, akkor azok csak a 60 és a 120 lehetnek. Az (AN B)\C halmazba a 12-vel
oszthatd, 180-nal kisebb, n-nél nem nagyobb, pozitiv egész szamok tartoznak, kivéve a 60-at és a 120-at. Ezek szerint:
12 < 12k < 180, ahol k egész szam, de k # 5, k # 10. A k lehetséges értékei: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9 (ezek mindenképpen),
11, 12, 13, 14 (ezek az n értékétol fliggden). Vagyis az (A N B)\C halmaz elemeinek szama 8, 9, 10, 11 vagy 12 lehet.

4. A MAV statisztikai adatai szerint az utazok 8%-a bliccel (azaz érvényes jegy nélkiil utazik).

a) Egy vagonban 24 utas tartozkodik. Mekkora annak az esélye, hogy a jegyellendr talal bliccel6t a vagonban ?

b) Hany utas esetén lesz legalabb 90% annak az esélye, hogy a jegyellendr talal bliccel6t a vagonban? (14 pont)

Megoldas. a) Annak a valoszintsége, hogy egy utas bliccel, 0,08, igy annak a valoszintisége, hogy egy utasnak van
érvényes jegye, 0,92. Szamitsuk ki annak a valoszintiségét, hogy a jegyellenér nem talal bliccel6t. Ennek valoszintsége:
0,92%* ~ 0,1352. Annak a valészintisége, hogy a 24 utas kozott talalunk bliccel6t: 1 — 0,1352 = 0,8648.

Tehat kb. 86,5% annak az esélye, hogy a 24 utas kozott talalunk bliccelst.

b) Ha annak az esélye legalabb 90%, hogy az ellendr talal bliccel6t a vagonban, az egyben azt is jelenti, hogy annak
az esélye, hogy nem talal bliccelst, 10%-nal kisebb. Ha ez n utasra teljesiil, akkor 0,92" < 0,1.

Vegyiik az egyenlGtlenség mindkét oldalanak 10-es alapu logaritmusat: 1g0,92" < 1g0,1, azaz n - 1g0,92 < 1g0,1.
Mivel 120,92 < 0, azért

lg0,1
" 150,92

Tehat ha n > 28, akkor mar legalabb 90% annak az esélye, hogy az ellenér talal bliccel6t a vagonban.

~ 27,62.

II. rész

5. Eqy egységnyi négyzetekbdl dllo négyzetrdcs n sorbdl és k oszlopbdl dll. A négyzetrdcs szélével érintkezd négyzetek
szdma (az abran vildgosszirke), a négyzetrdcs szélével érintkezd négyzetekkel érintkezé négyzetek szdma (az abran
fehér), és a négyzetrdcs belsejében levd négyzetek szdma (az abrén sététszirke) egy szdmtani sorozat egymdst kévetd
tagjai. Hatdrozzuk meg n és k értékét. (16 pont)



k oszlop
[T T[T

N sor

Megoldas. A feltételekbsl kovetkezik, hogy n > 4 és k > 4. A négyzetracs szélén levs négyzetek szdma: a; =
2k + 2n — 4. A szélével érintkez6 négyzetekkel érintkez6 négyzetek szama: as = 2(k—2) +2(n—2) —4 = 2k + 2n — 12.
Az Gsszes tobbi négyzetek szama: az = (k — 4)(n — 4).

A szamtani sorozat differencidja: ao — a; = —8. Ezek szerint:

az —az = (k—4)(n—4) — 2k —2n+ 12 = -8,

azaz kn — 6n — 6k + 36 = 0, ahonnan (k — 6)(n — 6) = 0. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha k = 6 vagy n = 6.
Ezek szerint a feladat feltételei akkor teljesiilnek, ha a négyzetracs valamelyik oldala 6, a masik pedig tetszéleges,
4-nél nagyobb pozitiv egész szam.

3vn+V3
43— /n

6. Milyen pozitiv egész n-re teljesiil, hogy a tort értéke pozitiv egész szam?

(16 pont)
Megoldas. Legyen k az a pozitiv egész szdm, melyre
3vn++/3
IR
3vn + V3 = 4kV3 — k/n,
V- (34+k)=V3-(4k — 1),
k-1 n
3+k 3
A bal oldalon egy raciondlis szam szerepel. A jobb oldal akkor és csak akkor lesz racionalis, ha a négyzetgyok alatt

-1
51k = r. Alakitsuk

k, azaz

egy racionalis szam négyzete szerepel, azaz n = 312 alaku, ahol 7 egy pozitiv egész szam. Ekkor
at a bal oldalt a koévetkez6 modon:

4k —1 _ 4k +12-13 _ k412 13 :4_i

3+k 3+k 3+k  3+k 3+k
Ez akkor és csak akkor lesz egész szam, ha 3 + k osztdja 13-nak, azaz 3+ k =1, —1, 13 vagy —13. Ezen esetek koziil
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csak 3 + k = 13 esetén adodik k-ra pozitiv egész érték. Vagyis k = 10. Ezzel 3= \/g, ahonnan n = 27.

7. A Budapest—Ziirich nemzetkozi gyorsvonat szerelvénye 12 vagonbél all: 4 db 1. osztalyt, 6 db 2. osztalyd vagon,
valamint egy étkezdkocsi és egy poggyaszkocsi.

a) Héanyféleképpen alakulhat a kocsik sorrendje oly modon, hogy az 1. osztéalyu kocsik is és a 2. osztalyu kocsik is
egymés mogott legyenek, és az étkezdkocsi ne legyen a szerelvény utolsé vagonja?

b) Az egyik vagonban 8 tudos utazott, akik koziil néhanyan mar ismerték egymast. Az egyik tudos (legyen a neve A)
mindenkit ismert a tarsasagbol. Harom olyan tudos volt kozottiik, akik A-n kiviil senki mast nem ismertek, mig a tobbi
négy ismerte egymast. Kézfogassal bemutatkoztak azok, akik nem ismerték egymast. Hany kézfogas tortént? (16 pont)

Megoldas. a) A 4-féle kocsit (étkezd-, poggyasz-, 1. osztalyt, 2. osztalyu kocsi) 4!-féleképpen rakhatjuk sorba.
E permutéciok barmelyike 6! - 4!-féleképpen valosulhat meg, hiszen az 1. osztalyu kocsikat 4!-féleképpen, a 2. osztalyu
kocsikat pedig 6!-féleképpen allithatjuk sorba.

Ezek szerint a sorbarendezések szdma: 4! - 4! - 6!. Ebbdl viszont még le kell vonnunk azokat az eseteket, amikor az
étkezdkocsi a szerelvény utolsd vagonja. Ez Gsszesen 3! - 4! - 6!-féleképpen lehetséges.

Tehat minden feltételt figyelembe véve a vagonok sorrendjének a szama:

41.41.6! —31.41. 6! = 3141 6! - (4 — 1) = 311 040.

b) Szemléltessiik egy grdffal az ismeretségeket. Irjuk a graf minden cstcsa mellé a fokszamat. Az A tudosnak
megfelel§ csics fokszama 7. Mivel 3 olyan személy van, akik A-n kiviil senkit sem ismernek, azért e harom csics
fokszama 1. A tovabbi négy személy tagjai kolcsonosen ismerik egymést, ezért a nekik megfelels csiucsok fokszama 4.

Ezek szerint a fokszamok Gsszege:

T+14+14+1+4+4+44+4=26.



Mivel a graf éleinek szama a fokszamok Osszegének a fele, azért a grafnak 13 éle van. A kézfogasok szama a hidnyzo
8.7
élek szaméval egyenls. Mivel a 8 ponta teljes graf éleinek szama — = 28 és a grafnak 13 éle van, azért a hianyzo

élek (vagyis a kézfogasok) szama 28 — 13 = 15.
8. Egy étterem bejarata el6tt, vizszintes talajon egy fémkeretre fiiggéleges rudakat hegesztettek, majd a rudakra
csavarozott tablan hirdették a napi meniit. Egy id6 utdn az egyik csapagy eltort (lasd dbra), és igy a tabla a foldre

billent.
15 cm 60 cm 15 cm J

30 cm 30 cm

=

Z

a) Hatarozzuk meg a tabla A csticspontjanak billenés utéani A’ helyzetét a f6ldon.

b) Hany fokkal fordult el a tabla a billenés kovetkeztében?

Megoldas. a) Helyezziik el az dbrdt egy koordinatarendszerbe. Legyen az x tengely a talaj, az y tengely pedig
illeszkedjen a tabla bal oldali, fiiggéleges széléhez. Billenéskor a tabla az épen maradt rad K végpontja koriil forog. Igy
az A pont egy olyan kor mentén forog, melynek kézéppontja K, sugara pedig a K A szakasz hossza. Ami a valdsdgban
10 cm, az a koordinatarendszerben legyen 1 egység. Vagyis K (1,5;6), a kor sugara: AK = /7,52 + 32 = 1/65,25.

cm| g 60 cm 15 cm
B

B/ B’

(16 pont)

Y

[
Ut

30 cm 30 cm

A//

A kor egyenlete:
(z —1,5)° + (y — 6)° = 65,25.

Az A’ pont a kornek az z tengellyel valé metszéspontja. Ezt megkapjuk, ha a kor egyenletébe y = 0-t helyettesitiink.
Ekkor
(x —1,5)° +36 = 65,25, azaz (z—1,5)° = 29,25,

z—15=1/2925, vagy x—1,5=—1/2925.

Innen: 1 = 1,5+ /29,25 ~ 6,9, 2 ~ —3,9. A negativ gyok nyilvan érdektelen, igy azt kaptuk, hogy = ~ 6,9.
Tehét az A’ pont a f6ldon az eredetileg még ép tabla bal oldali fiiggsleges egyenesétdl kb. 69 cm-re van.
b) Billenéskor az elfordulés szoge az dbrin az AKA'<< = BKA'< — BKA< = 3 — . « értékét a BK A derékszog
haromszoghdl kaphatjuk meg (most mar cm-ekben szédmolva):
AB 30
tga = BE -5 0,38, ahonnan o~ 21,8°.
A’ vetiilete K B-re legyen B’'. Igy 8 értékét az B'IK A’ derékszogii haromszogbdl kaphatjuk meg:
; B,A/BI, 60 60
P BK T69-15 54
Tehat a tabla a billenés kovetkeztében 48 — 21,8 = 26,2 fokkal fordult el.

~ (0,84, ahonnan [ ~ 48°.



9. Egy egyenld szard haromszog alapjanak felezépontja koril olyan félkort rajzoltunk, mely érinti a haromszog
szarait. Mekkorak a haromszog szogei, ha a félkor teriilete a haromszog teriiletének a lehets legnagyobb szazalékat
teszi ki? (16 pont)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit. Ha a hdromszog alapon fekvs szoge o, akkor ETC'<t = «, hiszen EAT<
és ETC< mer6leges szaru hegyesszogek.

v a1z .. . T T . v a1z .. r
Az EAT derékszogi haromszogben sin « = —, ahonnan © = ——. Az ETC derékszogi haromszéghen cosa = —,
r x sin « m
ahonnan m = ——.
. cosa
A héaromszog teriilete:
2xm r2
Taopc = —F— =o2m=————.
2 sin v cos

A felkor teriilete: Treksr = TTW A felkor és a haromszog teriiletének hanyadosa az o hegyesszog fiiggvényében:
2
oy
H(a)= —7=F%—= 5 sinacosa.

sin o cos
Ennek akkor lehet szélsGértéke, ha a derivaltja 0.

H'(a) = g - [(sina) cosa + (cosa) sina] = g - [cos® & — sin® a] = 0.
Mivel « hegyesszog, azért sina = cosa, ahonnan o = 45°. A kapott érték valoban szélsGérték és maximum, hiszen
a < 45° esetén H'(a) > 0, a > 45° esetén pedig H'(a) < 0.

Vagyis a keresett haromszog szogei: 45°, 45°, 90°.

Megjegyzés. Természetesen, az addicids tételek ismeretében a kovetkezd atalakitassal, derivalas nélkiil is ugyanehhez
az eredményhez juthattunk volna:

T . s . ™ .
H(a) = —sinacosa = —2sinacos o = — sin 2a..
2 4 4
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