Megoldasvazlatok a 2011/7. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Adjuk meqg a kivetkezd egyenletek valdés megolddsait:

a) (x + 500)2 = 252012 — 1011x;

b) 1g% z + 2011 - 1g & — 2012 = 0;

¢) x+2011vx —7—2019 = 0. (11 pont)

Megoldas. a) Végezziik el a négyzetre emelést és rendezziik nullara az egyenletet:
z® + 2011z — 2012 = 0.

A gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggeés alkalmazasaval vagy megoldoképlettel (z1 + x2 = —2011, x129 = —2012)
gyorsan megkaphato, hogy z; =1, o = —2012.

b) Az egyenlet lgz-re masodfoki, az értelmezési tartoménya: @ > 0. A két lehetséges érték lga-re a) megoldéasa
alapjan: (Igz), = 1, (Igz), = —2012. Vagyis: 21 = 10, 2o = 107?"'2, Mindketts megoldasa az egyenletnek, mert benne
van az értelmezési tartomanyban.

¢) Az értelmezési tartomany: = > 7. A kovetkezs alakban is irhatjuk a megadott egyenletet:

r—74+2011vz —7—-2012=0.

Mésodfoki egyenletet kaptunk v/ — 7-re. A két lehetséges érték +/z — 7-re: (\/x — 7)1 =1, (\/CE — 7)2 = —2012.
Az els6 esetben z = 8, a masodik esetben nincs megfelels . Az z = 8 megoldasa az egyenletnek, mert benne van az

értelmezési tartoméanyban.

2. Egy mértani sorozat elsd eleme 2. Ha a sorozat mdsodik elemét 20-szal csokkentjik, a harmadik elemét pedig
az elsd kettd elé irjuk, akkor egy szamtani sorozat hdrom, egymdst kévetd tagjat kapjuk. Adjuk meg az eredeti hirom
szdmot. (12 pont)

Megoldas. Legyen a mértani sorozat hanyadosa ¢, ekkor a feladatban szerepls harom tag: 2; 2¢; 2¢°. A szoveg
alapjan a 2¢?; 2; 2g—20 egy szamtani sorozat harom, egymast kovets tagja lesz, azaz: 2 —2¢? = 2¢—20—2. Rendezéssel
a 0 = ¢® + ¢ — 12 masodfoku egyenletet kapjuk, amelybdl: 1 = 3, go = —4.

Két megfelel6 szamharmast talaltunk. Megoldas a 2; 6; 18, illetve a 2; —8; 32.

3. Az ABC egyenldszari haromszogben AB =6, CF =9, ahol F az AB alap felezdpontja. Az A csucstdl indulva
és a koriljdardsi iranyt tartva az oldalakon a harmadolé pontok: Ay, As, By, Bs, Cy, Cy. Mekkora a C1B1, C3Bs,
C1As, A1 By egyenesek dltal meghatdrozott négyszog terilete? (14 pont)

Megoldas. Az ABC héaromszoget tegyiik koordinatarendszerbe a kévetkezd modon: A(—3;0), B(3;0), C(0;9).
A feladatban szereplé harmadoloé pontok koordinatéait is meg tudjuk adni: A;(—1;0), A2(1;0), B1(2;3), Ba(1;6),
C1(=1;6), C2(—2;3).

A harmadol6 pontok ismeretében a megfelel§ egyenesek egyenlete felirhatd, hiszen minden kérdéses egyenes két
pontjaval adott.




A (4 és a B; pontokra illeszkeds a egyenes egyenlete: y = —x + 5.
A C5 és a By pontokra illeszkeds b egyenes egyenlete: y = x + 5.
Az Ay és a Cy pontokra illeszkeds ¢ egyenes egyenlete: y = —3z + 3.
Az Ay és a By pontokra illeszkeds d egyenes egyenlete: y = 3z + 3.
Meghatarozzuk a megfelel§ metszéspontok koordinatait.
Az a és b metszéspontja: K(0;5).
A ¢ és d metszéspontja: M(0;3).
19
Az a és d metszéspontja: L <§, 5)
Az abra szimmetridja miatt
9
—5 5) A szimmetria miatt K LM N négyszogrol belathato, hogy deltoid.
1-2
Cstcsainak ismeretében az atlok hossza: KM =2, NL = 1. Vagyis a kérdéses teriilet: txrpyn = — = 1.
4. Az ABCD téglalap alaki 20°-0s emelkedd also, vizszintes, 20 méter hosszisdgi AB oldaldnak az A csicsdbol
eqy egyenes mentén szeretnénk feljutni a CD oldal valamely pontjiba. Ezeknek a pdrhuzamos oldalaknak 12 méter a
tdvolsiga. Hovd érkezhetiink, ha az utvonal vizszintessel bezdrt hajlisszége nem haladhatja meg a 12°-0t? (14 pont)

a ¢ és b metszéspontja: N (

Megoldas. A szbveg alapjan készitsiink abrat.

Az AED derékszogi haromszogben sin 20° = %, azaz m = 12 - sin 20° = 4,10.
Az AT P derékszogi

haromszogben sin 12° =

1 4,1
= azazx = —— ~= 19,72.
T sin 12°
Végiil az ADP derékszogi haromszogben

8|3

y = Va2 —122 = /19,722 — 122 ~ 15,65.
Vagyis ha DP > 15,65 m, akkor AP vizszintessel bezart hajlasszoge nem nagyobb, mint 12°.
II. rész

5. Tekintsik a K (5;2) kizépponti, r = 3 egység sugari k kort. Az origébdl az e1 és az e2 érintdék hizhatdk a k korhoz.

a) Irjuk fel ey és ey egyenletét.

b) Mekkora szoget zdr be egymdssal e1 és ex?

¢) Mekkora teriletd az a sikidom, amelynek pontjaibdl a k kor 60°-ndl nem kisebb, 90°-ndl pedig nem nagyobb
szogben ldthatd? (16 pont)

Megoldas. a) A k kor egyenlete: (z — 5)% + (y — 2)° = 9. Az origora illeszkedd egyenesek egyenlete: y = ma. Ezek
koziil az lesz az érintd, amelynek a korrel pontosan egy kozos pontja van. Tehat az

(;v—5)2+(y—2)2=9,}
Yy =mx

paraméteres egyenletrendszerben azokat az m paramétereket keressiik, amelyekre az egyenletrendszernek csak egyféle
megoldasa van.
Végezziik el a behelyettesitést:

(z —5) + (ma —2)* =9,
22 — 10z + 25 + m?2? —4dmz +4 =9,
(m*+1)2* — (4m + 10)x + 20 = 0.

A keresett m értékeket akkor kapjuk, ha a fenti paraméteres masodfoku egyenletben:



D = (4m+10)* = 80(m? +1) =0,
16m? + 80m + 100 — 80m? — 80 = 0,
16m? —20m — 5 = 0.

20+ /400 + 320 204+ v720 5+ 3v5
32 328

5+ 35 5-3V5
—g Lery=—p—7

b) Legyen az e; érint6n F1, az eo érintén FEo az érintési pont. A két érint6 hajlasszoge az F1OFs<, ami az OK E;
derékszogld haromszog O-nél 1év6 ¢ hegyesszognek a kétszerese. Az origo és a K kozéppont tévolsagat ki tudjuk

3

szamolni: OK = /52 + 22 = v/29. Tudjuk, hogy F1 K = 3, ezért sinp = ok

Ebbél kapjuk: ¢ = 33,85°, a hajlasszog pedig: 2 ~ 67,7°.

Megjegyzés. A hajlasszoget természetesen a két meredekség ismeretében is meg tudnank hatarozni, most azonban
egy olyan gondolatmenetet lattunk, amely nem épiilt az el6z6 kérdésre adott valaszra.

mi2 =

A keresett két érints egyenlete: e1: y =

y
6 .

4t /E,

9] K

105 |

‘ 4 6 8/ 10/ =z
—2 E2 €2

¢) Ha egy P pontbdl a kor 60°-os szogben lathato, jelolje Ry a P-bdl huzott egyik érints érintési pontjat. Ekkor a
KPR derékszogl haromszéghen KRy = 3, K P = 6. Vagyis az ilyen P pontok halmaza egy K kozépponti, 6 sugari
korvonal lesz.

Ha egy @ pontbol a kor 90°-os szogben lathato, jelolje 77 a Q-bol huzott egyik érinté érintési pontjat. Ekkor
a KQT, derékszogl haromszogben KTi = 3, KQ = 3V2. Vagyis az ilyen @) pontok halmaza egy K kozéppontu,
3v/2 sugara korvonal lesz.

A megfelels pontok e két korvonal dltal meghatarozott korgytri pontjai lesz- nek.

Ezek szerint a teriilet: (36 — 18) - m = 18x.

6. Miskolcon a Tiszai pdlyaudvar varétermének kovezéséhez az dbran lathato burkololapokat is haszndltak. Ezeken
a lapokon egy Gtszor Gtés négyzethdldt szineztek hdrom szinnel (sotétzold, vildgoszold, fehér).

Ezt a mintat jobbra és felfelé tovabb folytathatjuk, és barmely 6tnél nagyobb pdratlan szamhoz elkészithetjik az dbra
szinezését. Lerajzoltuk az igy készitett hétszer hetes négyzethdldt is.

a) Hdnyadrésze lesz vildgoszold az 51 egység oldali négyzetnek?

b) Hdnyadrésze lesz sotétzold a 101 egység oldali négyzetnek?

¢) Igazoljuk, hogyha a négyzet oldalhosszdt minden hatdron til noveljik, akkor mind a vildgoszold, mind a sététzold
részek terilete a négyzet teriletének a feléhez tart. (16 pont)

Megoldas. a) Az 51 egység oldalt négyzet 512, azaz 2601 teriiletd. A vilagoszold téglalapok teriilete sorban:
1,3,5,7,...,49. Mindegyikb6l ketts van, ezért teriiletiik dsszege: 2(1+3+5+...+49) = 2-25% = 1250. (Felhasznaltuk,
hogy az els6 25 pozitiv paratlan szam Osszege 252.)



1250
2601 ~ 0,480 58 része lesz vilagoszold az 51 egység oldalti négyzetnek.

b) A 101 egység oldalt négyzet 1012, azaz 10 201 teriiletd. A sotétzold téglalapok teriilete sorban: 2,4, 6,8, .. ., 100.
Mindegyikbdl kettd van, ezért teriiletiik Osszege:

5051
22+ 4+6+ ... +100) = 4(1 +2+3+...+50) = 4. —— = 5100.

Vagyis az ~ 0,499 95 része lesz sotétzold a 101 egység oldald négyzetnek.

100
10201 )
¢) A 2n + 1 egység oldalu négyzet (2n + 1)° teriiletd, ahol n tetszSleges 1-nél nagyobb pozitiv egész szamot jeldl.
A vilagoszold téglalapok teriilete sorban: 1,3,. .., (2n — 1). Mindegyikbdl ketts van, ezért teriiletiik Gsszege:
2-[1+3+5+...+(2n—1)] =2-n%
A kovetkezd értéket kell meghatéroznunk:
. 2n?
lim ———.
n—00 (2n + 1)
Végezziik el a kijelolt miiveleteket és alkalmazzuk a hatarértékre megismert tulajdonsagokat:
. o2n2 . 2n2 .
lim 5 = lim G ) = lim 4 1 - 0,5
n~>oo(2n+1) n—oo 4n? 4+ 4n + 1 n~>oo4—|—z—|—?

A sotétzold téglalapok teriilete sorban: 2,4, 6, ..., 2n. Mindegyikbdl ketts van, ezért teriiletiik Osszege:

n-(n+1)

22+4+...4+2n)=414+2+...+n)=4- 5

=2n(n+1).

Most a kovetkezs értéket kell meghataroznunk:
2n(n+1)
im ——.
Végezziik el a kijelolt miiveleteket és alkalmazzuk a hatarértékre megismert tulajdonsagokat:

2n(n+1) 2n? + 2n . 2—|——

Y = — =0,5.
n—oo (2n41)>  n—oo 4n? +4n + 1 nbeod +44 L

Ezzel mindkét esetben igazoltuk az allitast.
2
x
7. A [0;4]-on értelmezett f(x) = 6 + 1 hozzdrendeléssel adott fiigguény képét megforgatjuk az x tengely koril. Az
igy kapott felilet eqy olyan forgdstest alakiu edény paldstjat adja, melynek az alja a kisebb kor. A koordindtarendszer
egysége a valdosdgban 1 dm-t jelent.
a) Hdny literes az edény, ha falvastagsigdt elhanyagolhatonak vehetjik?
b) Az edény aljénak kézéppontjiban dll egy elhanyagolhats vastagsdgi egyenes pdlca. Ezt a pdlcdt gy dontjik el,

hogy az alsé vége nem mozdul el. Milyen magassigban érinti a pdlca az edény faldt? (16 pont)
2
Megoldas. a) A [0;4]-on értelmezett f(x) = % + 1 hozzarendeléssel adott fiiggvény forgatasaval kapott forgastest

térfogata (1. dbra):

|4

r 22 2 4 22 25 23 4
1) de = 2t p)de=m | — + -
7T/<16+> de 7T/<256+8+> v [1280+24+L
0 0

YERE 05 0P 521
i (1280 Tttt TR0 ™ 0> 5~ 230

Az edény kb. 23,5 literes.

1. dbra \ 2. dbra



b) A rajz a forgéastengelyre illeszked keresztmetszetet mutatja az eldontott palcaval (2. dbra). A kérdéses magassag
legyen xy.
Irjuk fel az origobol az f fiiggvényhez hiizhaté érint6 egyenletét. Az origora illeszkedd egyenesek egyenlete: y = ma
(most m > 0), az f fliggvény gorbéjének
2

X
egyenlete: y = 16 + 1.
2

A behelyettesités utan kapjuk: mx = % +1,

0 =22 — 16mx + 16, D = 256m? — 64 = 0.

1
Minden feltételnek az m = = felel meg, vagyis a keresett érint6 egyenlete: y = g Ez az érint6 a (4;2) koordinataju

pontban érinti az f fliggvény képét.
Vagyis z¢g = 4. (Ez az edény fels§ peremének magassaga.)

8. Oldjuk meg a —z2 + 122 — 33 = Vo — 34+ Vx — 7 egyenletet. (16 pont)
Megoldas. A feladat értelmezési tartoméanya: = > 7. Alakitsuk at a bal oldalon lathaté masodfoku kifejezést:

—a? 412033 = —(2® — 122+ 33) = —[(z — 6)> = 3] = —(z — 6)° + 3.

o<

04 6 W 10 12 1 16z
—21 ] )
/ —x” + 122 — 33

Ebben az alakban mér kénnyen megéllapithato, hogy az = 6 maximum helye ennek a kifejezésnek, és a [6; 0o]-on
szigordan monoton csokkend, vagyis a feladat értelmezési tartoményan is az.

Mivel a v —3 és a V& — 7 szigordan monoton novekeds, azért az Osszegik is az. Az értelmezési tartoméany
legkisebb elemére, az x = 7-re a bal oldal helyettesitési értéke:

—22 4122 -33=—-7>412-7-33 =2,
a jobb oldal helyettesitési értéke:

Ve—-3+Ve—-T=VT-3+VT-T=2.
Az egyenlGség miatt az x = 7 megoldasa az egyenletnek. Tobb megoldas a fent elmondottak miatt nincs.

9. Egy hdromszdgben ismerjik mindhdrom oldal hosszdt és mindhdrom szog nagysdagdt. Mutassuk meg, hogy ezeket

az értékeket az 9 2 2
(5) +(3) +(5)

ctga+ctg B+ ctgy
képletbe behelyettesitve a hdaromszég teriletét kapjuk. (16 pont)
Megoldas. A megadott képletet alakitsuk a kovetkezé modon:
a2 2 o\ 2
(5 +(3) +(5) _ a’ +0° +c? _
ctga+ctgB+ctgy 4. (M + CF’Sg + CPS’Y)
sS1n Sin sy
. ) b 4 c* —a? ) A ) o ALar ¢
A koszinusz-tételt alkalmazva: cosa = BT Ugyanigy felirhatjuk cos 8 és cos~y értékét is:
c
a’+c? — b? a? +b? — 2
cosf= ——, cosy = ——.

2ac 2ab



Vagyis:

a?+ b2+ a?+b% + 2

4. (cosa 4 cosB | cosy o b2 +c’—a® a’4c?-b? a?4b2—¢? B
sin « sin B siny 4. ?bc 4 ?ac + ?ab
sin o sin sin 7y

a2—|—b2—|—02

o ( b24c2—q? a24c2—b2 a24b2—c2 \_ a24b2+c2? [ b2+4c2—a? a24c2—b2 a24b2—c2 o
4 (2bcsina + 2acsin B + 2ab sin )_ 4. ( 4t + 4t + 4t

B t(a2+b2+c2) B t(a2+b2+c2) .
St —a?) + (a2 + 202+ (a2 b2 ) a4+

Valéban a haromszog teriiletét adja ez a képlet.



