A 2010-2011. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny feladatai

I. kategoria: Szakkozépiskolak

1. Az x valos szamra teljesiil, hogy
Els6 (1skola1) fordulo 16sin2 x + 160052 z _ 10.

Hatéarozza meg sin x értékét!

2. A valos szamok halmazéan egy Gj miiveletet definidlunk. Barmely a; b valos szamparra legyen
al\b = 2a + 3b.
Milyen feltételeknek kell teljesiilnie az a; b; ¢ valos szamharmas tagjaira, ha fennall, hogy

al\(bAc) = (aAb)Ac?

3. Egy derékszogi haromszog oldalhosszainak 0sszege 84, az oldalak hosszanak négyzetosszege 2738. Hatarozza meg a beirt
kor sugaranak hosszat!

4. Mely pozitiv p primszamokra teljesiil, hogy 360 osztdja a pt—5p? +4 kifejezésnek?

5. Hatarozza meg az a szdmjegyet tgy, hogy a tizes szdmrendszerbeli

N =2999...9a2000...09
—_—— —
100 db 100 db

alakt szam egy egész szam négyzete legyen!

6. Igazolja, hogy ha valamely haromszog teriilete 5 teriiletegység, akkor keriilete 3 hosszisagegységnél nagyobb!

Masodik fordulé

1. Ot pozitiv egész szam egy szamtani sorozat elsG 6t eleme. A sorozatnak a kiilonbsége primszam. Tudjuk, hogy az elsé
négy szam kobének Osszege megegyezik az ezen 6t tag koziil vett paros sorszamiu tagok Osszegének a 150-szeresével. Tovabba
azt is tudjuk, hogy az utols6 négy tag kobének Osszege az 6t tag koziil vett paratlan sorszadmu tagok Osszegének a 224-szerese.
Adja meg ezt az 6t szamot!

2. Adott egy kor, amelynek egyenlete 2 +y® — 10z — 10y + 45 = 0.
a) Bizonyitsa be, hogy a kér minden pontja az els6 koordinata-negyedbe esik!

b) Legyenek a koron levé P pontok koordinatai x és y. Képezziik a P pontok koordinataibol a k = % hanyadosokat! Mennyi

k maximuma és a kor melyik pontjaban veszi ezt {617

3. Oldja meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamparok halmazan!
2e+3y+lz+y—2/ =5
x2—|—4xy—|—4y2 =bx+ 11y — 7.

4. Adottak a ki; ko; ks egymast paronként kiviilrsl érinté korok. Az érintési pontjaik legyenek: P = k1 Nks, Q = k1 N k2
és R = ka Nks. A PQ egyenes ks korrel valé masik metszéspontja A és kz-mal C. Az AR egyenes a k3 kort B-ben is metszi.
Bizonyitsa be, hogy az ABC haromszog derékszogii!

5. Igazolja, hogy ha a > 0, b > 0 valos szamok és a # b, akkor:

0)

L1 4
a b a+d’
b) tovabba, hogy az
N U U
1802 = 1803 2010 10

egyenlGtlenség teljesiil!

Harmadik (d6nt8) fordulo



1. Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkezs egyenletet!
1 1 1
+ + +...
VZ+tvVr+1l Ve+l+vVz+2 Ve +2++z+3

1
+ =1
VZ + 2010 4 /z + 2011

2. Egy laddban almak vannak, amelyek koziil néhany megromlott. Ha kiemeliink 11 hibas almat, akkor az eredetihez képest
felére tudjuk csokkenteni annak a valoszintségét, hogy véletlenszertien kivéve egy almat, a kivett alma hibas legyen. Hany jo
alma lehetett a ladaban?

3. Az ABCD konvex négyszog AC és BD atloinak metszéspontja P. Legyen az AP B, illetve C'PD héaromszogek teriilete T,
illetve T5! Az ABCD négyszog T teriiletére teljesiil, hogy T = (\/ T+ VT3 )2. Igazolja, hogy az ABC D négyszog trapéz!

II. kategoria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok

Els6 (iskolai) fordulo

1. Hatarozzuk meg az f(z) fliggvény legkisebb és legnagyobb értékét, ha —4 < z < 4.
f(z) =16 — 2° — 6/16 — 22,

2. Keressiik meg mindazon pozitiv egész a és b szamokat, amelyekre az alabbi négy allitds koziil harom igaz, egy pedig
hamis:

i) a + 1 oszthat6 b-vel,

1) a = 2b+5;

14i) a + b oszthat6 3-mal;

iv) a + 7b primszam.

3. Oldjuk meg a természetes szamok korében:

323071 _ 92z 5.

4. Adott a sikon egy O pont és a bel6le induld két félegyenes, melyek hegyesszoget zarnak be. Ugyanezen sik egy P pontjanak
a félegyenesekre es6 meréleges vetiiletei a félegyenesek belsejébe es§ P és P> pontok. Hatarozzuk meg azon P pontok halmazat
(mértani helyét), amelyekre P P> szakasz hossza allando.

5. Egy urnaban 3 piros, 4 fehér és 5 z6ld golyd van. Visszatevés nélkiil kivessziik egyesével sorban mindet. Mennyi a
valdszintsége, hogy legalabb két fehéret hizunk egymas utan?

Masodik fordulé

1. Egy tetraéder éleire valos szdmokat irtunk gy, hogy a kitérd élekre irt szdmok Ssszege ugyanannyi legyen. Ezutan minden
csticshoz hozzarendeltiik az oda befutd élekre irt szamok Osszegét. Ezek az 6sszegek valamilyen sorrendben az a, b, c és d szamok,
amelyekre a = b = 2¢ = 2d teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy az élekre irt szamok kozott a 0 szam is el6fordul.

2. Tekintsiik az y = «* parabolat. Keressiik meg az Osszes olyan egész meredekségi egyenest, ami athalad a P(0;4) ponton
és a parabolaba es§ szakasza egész hosszisagu.

3. Keressiik a 2010-nél nagyobb egészek kozt a legkisebb olyan S szamot, amelyet elosztva a 3, 4, 5, 6, 7 és 8 szamokkal,
maradékul kétszer kapjuk az 1, 2, 3 szamok mindegyikét.

4. Igazoljuk, hogy a t teriiletd ABCD konvex négysz0g akkor és csak akkor téglalap, ha
(AB+ CD)(AD + BC) = 4t.

Harmadik (d6nt8) fordulo

2
1. Legyen fi(x) = — ;:37 és fny1(x) = fi(fn(z)), ha @ # —3 és  # —2. Hatarozzuk meg f2010(2011) értékét.
2. Jelolje az {1,2,...,n} halmaz azon részhalmazainak szamét r,, amely nem tartalmaz szomszédos szamokat, ahol az

l-et és az n-et is szomszédosnak tekintjiik. Hatédrozzuk meg ris értékét. Igazoljuk, hogy az {rn} sorozat harmas maradékai
periodikusan ismétlédnek, ha n > 2 és hatarozzuk meg a sorozat periddusat.



3. Az ABC héaromszog koré irt korhoz A-ban és B-ben hizott érint6k metszéspontja legyen D. Az ABD haromszog koré
irt kore az AC egyenest és a BC szakaszt méasodszor rendre az E és F' pontokban metszi. Legyen C' D és BE metszéspontja G.
Hatarozzuk meg a BG : GE aranyt, ha BC : BF =2 : 1.

II1. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Egy 2010 x 2010-es tablazat mez6ibe ugy akarunk (nem feltétleniil kiilonb6z6) egész szamokat beirni, hogy minden sorban
és minden oszlopban a szamok 6sszege kiilonb6z6 legyen (azaz 4020 kiilonb6z6 osszeget kapjunk). Legkevesebb héanyféle szam
beirasaval tudjuk ezt elérni?

2. Legyen 0 < z1 < 22 < ... < Ty < 1. Igazolja, hogy

z1(1 —z1) + (z2 — 71)(1 — 22) + (T3 — T2
ot (@ =211 — ) <

3. Keresse meg az Osszes olyan p primszamot, melyhez léteznek olyan a, b, c egész szamok, hogy 4+ =pés
4, 44 4 .
(a +b" +c ) oszthato p-vel.

4. Egy n-elemdi H halmaznak kivéalasztottuk néhany k-elemi részhalmazat (3 < k < n) tgy, hogy H barmely két elemét
pontosan harom darab, barmely harom elemét pontosan két darab kivalasztott részhalmaz tartalmazza. Hatdrozza meg n és
k lehetséges értékeit.

5. (a) Tiikrozziik az ABC haromszog A csticsat B-re, B-t C-re és C-t A-ra. Igaz-e, hogy ha a tiikorképek alkotta haromszog
szabalyos, akkor az eredeti haromszog is szabalyos?

(b) Tiikrozzik az ABCD tetraéder A csicsat B-re, B-t C-re, C-t D-re és D-t A-ra. Igaz-e, hogy ha a tiikorképek alkotta
tetraéder szabalyos, akkor az eredeti tetraéder is szabélyos?

Masodik (dontd) forduld

1. Az ABC derékszogt haromszoég C csicsabol induld magassaganak talppontja az AB atfogon D. A B cstcsbol indulo
szOglelez6 a C'D magassagot az F, az AC befogot az F pontban metszi. Igazoljuk, hogy |[AD| > 2 |EF]|.

2. Van-e olyan pozitiv egész, amelynek pozitiv osztéi kozott 2011-szer annyi négyzetszam van, mint kébszam?

3. Anna és Balint a kovetkezd jatékot jatsszak: Anna rajzol egy tetszélegesen nagy iires (azaz él nélkiili) grafot, majd
egyesével behiz tetsz6leges éleket, amelyeket Balint kozvetleniil a behtzas utan kékre vagy pirosra szinez. Tovabbi szabaly, hogy
az igy keletkez$ grafban minden csics foka legfeljebb k lehet, és k értékében elére megallapodnak. Melyik az a legkisebb k,
amely mellett Anna iigyes jatékkal mindenképpen létre tud hozni egy 2011 hossztsagu egyszinid utat?



