A 2010-2011. évi Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny feladatai

KEZDOK

I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kézépiskolai tanulok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Andras, Béla, Csaba, Dénes és Elemér egy asztal koriil iilnek. Andrasnal kezdetben 5 kavics van, a tobbieknél egy
sincs. Egy lépés abbol 4ll, hogy valaki, akinél legalabb 2 kavics van, a két szomszédjanak ad egyet-egyet. El tudjak-e
érni, hogy néhany lépés utan mindannyiuknal pontosan 1 kavics legyen?

2. Egy 4-f6s tarsasag a kovetkezs jatékot jatszotta. Egy zsédkba betettek 3 piros és 3 kék sapkat, majd mindenki
behunyt szemmel kihtazott egy sapkat és a fejére tette. Ezek utan kinyitottdk a szemiiket, és megvizsgaltdk egymas
sapkiinak a szinét. A kovetkezd beszélgetés jatszodott le kozottiik:

A:  Nem tudom, hogy milyen szind sapka van a fejemen.”
B: ,Miel6tt ezt mondtad én is igy voltam vele, de most mar kitalaltam, hogy az én fejemen milyen szind sapka van.”
Milyen szind sapkdk maradtak a zsdkban?

3. Hany olyan hatjegyi természetes szam van, amelynek 2011-gyel val6 osztasi maradéka 20107

4. Az ABCDEF hatszogre igaz, hogy minden szdge 120°-0s, AB oldala 2 cm, BC oldala 7 cm, CD oldala 3 cm
és DF oldala 4 cm hosszu. Milyen hosszuak az EF, illetve F'A oldalak?

Masodik fordulé

1. Hany olyan 3-mal oszthato hatjegyi természetes szam van (a tizes szamrendszerben), amelyben nincs 2-nél
nagyobb szamjegy?

2. Az els6 tiz pozitiv egész szam koziil kivalasztottunk hatot. Bizonyitsa be, hogy van olyan 1-nél nagyobb négy-
zetszam, amely osztOja a szorzatuknak!

|
3. Jelolje P a primszamok halmazat! Legyen f: P — R z — {xT}, ahol {z} a z szdm tortrészét jeloli (azaz

{2} = 2 — [2] és [2] a 2z egész része, vagyis az a legnagyobb egész szam, amely z-nél nem nagyobb)! Mi az f fiiggvény
értékkészlete?

4. Van-e olyan z egész szam, amelyre:

2010 + 2009z + 200822 + 20072> + ... + 322007 4 94,2008 ;2009 _ (37

5. Legalabb mekkora egy olyan trapéznak a keriilete, amelynek alapjai 10 cm és 20 cm, magassiaga 12 cm?

Harmadik (d6nt8) fordulo

1. Rajzoljon egy 3 egység sugard korbe egy 1 és egy 2 egység sugard kort, amelyek egymast kiviilr6l, a nagy kort
pedig beliilrdl érintik! Hatarozza meg annak a kornek a sugarat, amely a nagy kort beliilrsl, a két kisebb kort pedig
kiviilrsl érinti!

2. Négy hazaspar moziba megy. Sikeriil egymas mellé kapniuk 8 jegyet. Hanyféleképpen iilhetnek le a nyolc helyre,
ha sem azonos nemitek, sem pedig hazastarsak nem szeretnének egymas mellé iilni?

3. Az x, y és z valos szamokra teljesiilnek a kovetkezd egyenlGségek:
r+y+z=1,
23+ P 423 =91,
25 +y° + 2° = 4651.

Mekkora lehet x, y és 27



IT. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervi) kézépiskolai
tanulok

Els6 (iskolai) fordulo

Megegyezik az 1. kategoria els6 fordulos feladatsoraval.

Masodik fordulé

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Harmadik (dént8) fordulo

1. Az A, B, C szabélyos haromszog koriilirt korének sugara 1. Legyen a koriilirt kor egy P pontjanak az A, B,
C csicsokrol mért tavolséga rendre a, b és ¢! Hatarozza meg abc maximumét, ha P befutja a koriilirt kort!

2. Az x, y és z valos szamokra teljesiilnek a kovetkezd egyenlGségek:
r+y+z=1,
¥ 4y 22 =091,
25 +y° + 2° = 4651.
Mekkora lehet x, y és 27

3. Van-e 14 olyan, egymaés utan kovetkezs pozitiv egész szam, hogy a szdmok mindegyike oszthaté a 2; 3; 5; 7; 11
primek koziil legalabb eggyel?

III. kategoria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Masodik (d6ntds) fordulo

1. Az z, y és z valos szamokra teljesiilnek a kovetkezd egyenlGségek:
r+y+z=1,
o3+ + 23 =01,
2° 4y 4 25 = 4651,

Mekkora lehet x, y és 27

2. Tekintse a legkisebb 20 db pozitiv egész szamot és sorolja ket tetszGlegesen két 10-elemii csoportbal! Képezze
az 0sszes olyan 2-tényezss szorzatot, melyek tényezéi kiillonb6z8 csoportbol valok! Bizonyitsa be, hogy mindig lesz két
olyan szorzat, melyek k6z6tt pontosan 2 a kiilonbség!

3. Az ABC egységoldalu szabélyos haromszog B, illetve C' cstucsdhoz tartozdé magassagvonalak my, illetve m..
Legyen e egy olyan egyenes, mely az A csticson athalad, metszi a BC oldalszakaszt és az AC oldallal 10°-0s szOget zar
be, tovabba legyen e és m; metszéspontja X, e és m,. metszéspontja Y! Jelolje az AX szakasz hosszat x, mig a CY
szakaszét y! Szamitsa ki a 2y(1 + xz) + x(2 + y2) pontos értékét!

HALADOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kozépiskolai tanulok



Elsé (iskolai) fordulo

1. Van 11 érménk, melyek értéke rendre: 7, 300, 35, 83, 1, 17, 2, 1, 17, 170 és 5 fabatka.
Melyik az a legkisebb pozitiv egész 0sszeg, ami visszaadas nélkiil nem fizethets ki ezekkel az érmékkel?

2. Egy téglalap egyik oldala a mésik 6tszorose. A téglalap szogfelezsi altal meghatarozott négyszog teriilete 32 cm?.
Mekkora a téglalap teriilete?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ olyan természetes szamok, hogy 9 — da® + b® + ¢, akkor az a, b, és ¢ koziil
valamelyik oszthaté 3-mal.

4. Egy egyenlGszara haromszog valamelyik sdilyvonalanak hossza megegyezik az egyik kézépvonal hosszaval. Mek-
kora lehet a haromszog legnagyobb szoge?

5. Tudjuk, hogy az 22 — px + 4'° = 0 egyenletnek két kiilonbozé gydke van, amelyek pozitiv egész paros szamok.
Héanyféle kiilonb6z6 értéki lehet a p paraméter?

Masodik fordulé

1. Egy adott négyzet mindegyik oldalan kijelsltiink a csticsoktol kiilonbozé 3-3 darab pontot. Osszesen hany konvex
négyszoget hataroz meg a felvett 12 darab pont?

2. Hatéarozzuk meg azokat a p primeket, melyekre a p? 4+ 11 szamnak pontosan 6 db pozitiv osztéja van!

3. Bizonyitsa be, hogy ha 2™"-nek a tizes szamrendszerbeli alakjabol levagjuk az utolsd szdmjegyet és ezzel megszo-
rozzuk az el6tte allo jegyekbdl alakuld szamot, akkor a szorzat oszthaté 6-tal (n > 3)!

4. Az ABCD négyzet BC, illetve C'D oldalan ugy vettiik fel az E és F pontot, hogy BE+ DF = AFE. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor AF felezi az EAD szoget.

Harmadik (d6nt8) fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy nincs megoldasa az = + 3> = 2% egyenletnek, ha x, y és z pozitiv primek!

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogi trapéz atléi merslegesek egymaésra, akkor a trapéz teriilete nem lehet
nagyobb az oldalak négyzetének szamtani kdzepénél.

3. Harom gép olyan szamkartyakkal mikodik, amelyeken pozitiv egészekbdl all6 rendezett szamparok talalhatok.
Mindhérom gép 1j szamkartyak kinyomtatasara képes, a kovetkezd szabalyok szerint:

o Az els6 gépbe az (a, b) kartyat taplalva az (a + 1, b+ 1) kirtyat nyomtatja ki.

b
e A misodik gép az (a, b) kirtya beadasara az (g, 5) kartyat adja ki, de csak akkor, ha a és b paros. Méas

esetekben nem nyomtat.

e A harmadik gépbe két kirtyat kell betolteni: az (a, b) és (b, ¢) kartyak betoltése esetén az (a, c) kartyat
nyomtatja ki. Csak akkor nyomtat, ha két olyan kirtyat adunk be (megfeleld sorrendben), hogy az els6 kartya
mésodik szama egyenlS a masodik kartya els6 szamaval.

Mindhéarom gép visszaadja a betaplalt kartyakat is, fliggetleniil attol, hogy tortént-e nyomtatas.
Kezdetben egyetlen kiartyank van, az (1, 27). Legyarthato-e

a) az (1, 2011);

b) a (99, 333) kartya?

I1. kategodria: T6bb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervii) kézépiskolai
tanulok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Melyek azok a természetes szamokbol allo (x;y) szamparok, amelyekre teljesiil, hogy

zY . 22V 3y

— (\/i)y és x4y =20107

x4y



2. Hany olyan 2-es szamrendszerben felirt 12-jegy 2-es szamrendszerbeli pozitiv egész szam van, amelyekben nincs
két darab szomszédos 1-es szamjegy?

3. Legfeljebb hany darab 0 szamjegyre végzSdhet a tizes szamrendszerben az
1"+ 2" 43" +4"
Osszeg, ahol n tetszbleges pozitiv egész szam?

4. Az AB alapu ABC egyenl$ szara haromszog BC oldaldnak felez6pontja P, AC oldaldnak felez6pontja Q. Az
A csucsbol huzott belss szoglelezd a BC oldalt a D pontban, mig a PQ szakaszt a szakasz H harmadolopontjaban
metszi. Hanyadrésze a HPD haromszog teriilete az ABC' haromszog teriiletének?

5. Artar kiraly testérei lovagi tornat vivtak. A torna végén kideriilt, hogy a kirdly barmely két testéréhez tud
talalni egy harmadikat, aki mindkett&jiiket legyGzte. Legalabb hany testdr vett részt a tornan? (Két lovag legfeljebb
egyszer vivott egymassal.)

Masodik fordulé

1. Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, és minden csapat minden csapattal egyszer mérkdzott. A gyGzelemeért 3,
a dontetlenért 2, a vereségért 1 pont jart. A verseny végén minden csapatnak mas volt a pontszama, az utolsé 21 pontot
szerzett. Bizonyitsuk be, hogy a legtobb pontot gytijtétt csapat legalabb egyszer dontetleniil mérkézott!

2. 2. Az ABC haromszog oldalaira kifelé négyzeteket irunk. A négyzetek teriilete 18, 20 és 26 egység. Ezutan
Osszekotjiik az abra szerint a négyzetek ,kiils§” cstcsait. Mekkora az igy keletkezett DEFGH I hatszog teriilete?

E D

LN
.

G H

3. Mekkora a teriilete annak a sokszognek, amelyet az alabbi egyenletrendszer gyotkei hataroznak meg a derékszogi
koordinata-rendszerben?

zy+ax+y=11
22y + zy? = 30
4. A valés szamok halmazan értelmezett f(z) = ax?®+br+c masodfoku fiiggvénynek minimuma van, melynek értéke
—a. Az f(x) fliggvényre barmely z érték esetén f(z) = f(1 — z) teljesiil. Adjuk meg az f(z) fliggvény zérushelyeit!

Harmadik (dént8) fordulo

1. Allitsuk el6 tetszSleges n pozitiv egész szam esetén a 36n? + 25 + 12n Osszeget minimalis szamt paratlan
négyzetszdm Osszegeként!

2. Az ABCD derékszogi trapéz alapjai AB = a, CD = chosszuak, a derékszogi szar AD = d, a masik szar BC' = b
hosszi. A trapéz atloi merdlegesek egymasra. Bizonyitsuk be, hogy az a, b, ¢, d oldalakbdl — mint szakaszokbol —
kivalaszthaté harom tugy, hogy a kivélasztott oldalakbol szerkeszthet& haromszognek biztosan lesz 60°-0s szoge.

3. Adottak az {1}, {1;2}, {1;2;3}, {1;2;3;4}, ..., {1;2;3;...;8} halmazok. A halmazok mindegyikébdl kivalasz-
tunk egy-egy elemet. Egy k elemid halmazbol egy elemet z valészintiséggel valasztunk.

pr-val jeloljiikk annak valoszintségét, hogy a kivalasztott 8 darab szdm maximuma éppen k. Hatérozzuk meg
a p1, P2, P3, - - - , Ps valoszinlségek legnagyobb értékét!

III. kategodria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék



Elsé (iskolai) fordulo

1. Hatarozzuk meg az n és az A termeészetes szamot ugy, hogy az A = 2n® + 10n? — 2n — 10 szamnak pontosan 8
osztoja legyen!

2. Milyen x valos szam esetén lesz legkisebb a Va2 + 9+ Va2 — 20z + 101 kifejezés értéke?

3. Egy szabalyos haromszog oldalait n egyenlS részre bontottuk. Az osztépontokon keresztiil parhuzamosokat
rajzoltunk a haromszog oldalaival, igy az eredeti haromszoget kisebb szabalyos haromszogekre daraboltuk. Nevezziik
kigyonak a kis szabalyos haromszogek olyan sorozatat, amelyben az egymast kovetd elemeknek van kozos oldala.
Példaul n = 4-re igy nézhet ki egy kigyo:

Mekkora a lehetséges leghosszabb kigy6?
4. Egy ABCD négyzet alakt papirt félbehajtunk gy, hogy a C cstcs az AB oldalon fekvé C’ pontba keriil.

4 ¢ B

a) Bizonyitsuk be, hogy a C kozépponti és C'B sugart kor érinti a C' D’ egyenest!
b) Bizonyitsuk be, hogy a C' BE és FG D' haromszdgek keriiletének 6sszege egyenls az AC’'G haromszog keriiletével!

5. Végtelen sok olyan haromszog van, amelynek oldalai

(1) paronként kiilonb6z6 egész szamok, tovabba

(2) a haromszog egyik szoge 60°.

Példaul az 5, 7, 8 egység oldala haromszog megfelels. Kérdésiink az, hogy az (1) és (2) feltételek teljesiilése esetén
lehet-e mindegyik oldal értéke primszam?

Masodik (d6ntds) fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy a koordinatarendszer kezdGpontja, valamint a valés szdmok lehets legb6vebb halmazan
értelmezett f(z) = z? — 4z és g(x) = 2+ vz + 4 fliggvények grafikonjanak metszéspontjai olyan konvex sokszoget
hataroznak meg, melynek egyik szoge derékszog.

2. Az A1 A3 A3 Ay harnégyszoghben bevezetjiikk a ciklikus indexelést: A; és A;14 jelentse ugyanazt a csucsot. Az
A; pont mersleges vetiilete az A;11 412 egyenesen legyen P;, az A;11A;13 egyenesen pedig Q;. Bizonyitsuk be, hogy
a P,Q; egyenesek (i = 1,2,3,4) egy ponton mennek &t.

3. A Zenekedvelk Végtelen Kollégiumaban egyetlen — mindkét irdnyban végtelen hosszt — folyosén vannak a lako-
szobak, egészekkel sorszamozva. Lehetnek iires szobék, és egy szobaban tobben is lakhatnak. Minden szobaban all egy
hatalmas zongora, amin a lakok szeretnek jatszani. Ha azonban két szomszéd (a k. és a (k + 1). szobdban) gyakorol
a zongoran, az kellemetlen zenei élményhez vezet, ezért egy szobaval arrébb koltoznek. Ez minden nap a kovetkezs
modon torténik: ha vannak szomszédok, akkor kivalasztunk egy-egy szomszédos lakot (a k. és a (k+ 1). szobaban), és
egyikdjik a (k — 1)., a méasik pedig a (k + 2). szobaba koltozik.

Bizonyitsuk be, hogy ha a kollégiumnak véges sok lakdja van, akkor véges sok nap utan abbamarad a koltozkodés.



