I. rész

1. Egy téglalap oldalainak ardnya 1 : 2. Tudjuk, hogy a terilet mérdszama egyenld a keriilet és az datlok hosszdanak
dsszegét jelold mérdszammal. Hatdrozzuk meg a téglalap egy csiucsdnak tdvolsdgdt a csucsot nem tartalmazo datlotol.
(11 pont)

Megoldas. A téglalap oldalai: a, 2a, ekkor atlojanak hossza: aVs. A téglalap teriilete: 242, a keriiletének és az
atlok hosszanak Gsszege: 2a(3 + \/E_))

Tudjuk, hogy 2a? = 2a(3 + \/3) Mivel a = 0 nem lehet, igy a = 34 V/5. A téglalap teriiletét az 4t16, valamint egy

csucs és annak az atlotol /B
avd-m
valé m tavolsaga segitségével is kiszamithatjuk: 2 - —

A Kétféle modon felirt teriilet egyenldségebdl és az a kiszamolt értékébsl kapjuk: (3 + v5)v5-m = 2(3 +v5)™.

Ebbdl kifejezhets m értéke:
C2(3+v5)  6v5+10
V5 5

m

2. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert:

12 pont
zy — 3z —y=0. (12 pont)

x2—y2—8x+8y20,}
Megoldas. Az els6 egyenletet irjuk szorzatalakban: (z — y)(z + y — 8) = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy y = = vagy
y = —x + 8. Mindkét esetben a mésodik egyenletbe behelyettesitve x-re mésodfoki egyenletet kapunk.
Az els6 esetben: 22 — 4z = 0. Ekkor két megoldast kapunk: 1 =0, y1 =0,
To = 4, Yo = 4.
A masodik esetben: z2 — 62 + 8 = 0. Ebben az esetben is két megoldast kapunk, de az egyik mar az el6zéekben
szerepelt: r3 =2, y3=0,
Ty = 4, Yq = 4.
Vagyis az egyenletrendszernek harom megoldasa van.
3. A térkovezéshez nagyon sokféle alaki és szind kd vdsdrolhaté. Az abrakon az igynevezett fodorkdvet, és az ebbdl
kialakithaté mintasorozatot latjuk.

a) Hdany darab sététszirke k& sziikséges a hatodik mintdhoz?
b) Hdanyadik mintihoz kell pontosan 150 darab sététszirke ké?
c) Adjuk meg rekurziv képlettel a sotétszirke kovek szdmdt az n-edik mintdban.

(14 pont)

Megoldas. a) Az abrasorozat tanulményozasaval lathato, hogy a hatodik minta a negyedikbdl szarmaztathato.
Egy vilagos sav kirakdsa utadn minden oldalon hat-hat sotétsziirke kovet kell leraknunk, de ekkor a sarkokat kétszer
szamoltuk. Mivel a negyedik minta 24 s6tétszilirke kovet tartalmaz, ezért a hatodikhoz 24 4+ 6 - 6 — 6, azaz 54 darab
sotétsziirke kG kell.
b) Az el6z6 gondolatot alkalmazva a sorozat egymast kovets tagjai a kovetkezs modon alakulnak: 1,6, 13,24, 37, 54,73, 96,121, 15
Vagyis a sorozat 10. tagja a 150.



¢) Tudjuk, hogy a1 = 1, as = 6. Az n-edik dbran (ahol n > 2 és egész szam) a sotétsziirke kovek szama: a, =
ap—2+6-n—6.

4. Egy iskolar sakkbagnoksdagon mindenki pontosan eqgyszer jatszott mindenkivel. 63 jdtszma utdn még mindenkinek
négy jatszmdja hdtravolt.

a) Hdnyan szerepeltek dsszesen a bagnoksdgon?

b) Ekkor két véletlenszerien kivilasztott jatékossal beszélgetett az iskolaijsdg egyik szerkesztdje. Mekkora a valdszi-

nisége, hogy 6k még nem jatszottak egymdssal? (14 pont)
Megoldas.
-1
a) Legyen a csapatok szama n, ekkor az Osszes jatszmék szama: % Mindenkinek négy jatszmaja volt még

4
hatra, vagyis o jatszmat kell még lejatszani.
A lejatszott mérkdzések szama:
nin—1) 4n
2 2

amibdl az n® — 5n — 126 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk. Az egyenlet gySkei: ny = 14, ng = —9.

Vagyis a sakkbajnoksagon 14-en szerepeltek.
4-13

= 63,

b) Az Osszes jatszmak szama:

= 91. A kedvezs esetek szama: 91 — 63 = 28. A keresett valoszintiség:

28 4
o] = 13 7 0L

II. rész

5. a) Ha 2-vel csokkentjiik az az? +bx + ¢ = 0 egyenlet gyokeit, akkor az az® + cx +b = 0 egyenlet gyokeit kapjuk.
Adjuk meg az eredeti egyenlet egyiitthatdit, ha tudjuk, hogy az dsszegik —3.
b) Az ax® 4 bz + ¢ = 0 egyenletben az egyiitthatok eqy novekedd szamtani sorozat harom egymdst kovetd tagjai, az

(a+2)z> +br+(c+2)=0

egyenletben az egyiitthatok pedig egy mértani sorozat hdrom egymdst kévetd tagjai. Van-e valds megolddsa az elsd
egyenletnek, ha az egyiitthatdinak dsszege 97

¢) Az ax® + bx + ¢ = 0 mdsodfoki egyenlet két zérushelye x1 és xo. Irjunk fel egy olyan harmadfoki egyenletet
1 1

gyoktényezds alakban, amelynek zérushelyei: x1x0; ©3 + x3; o + o
(16 pont)
Megoldas.
a) A masodik egyenlet gyokei: x1 és xo, ez alapjan: x1 +xo = —2, 129 = 2. Ekkor 21 +2+x5+2 = —g +4 = —g,
valamint
(21 + 2)(22 + 2) = 120 + 2(21 + 22) + 4 = g +2. (—g) +4= 2

Vagyis a kovetkez6 egyenletrendszert kell megoldanunk:

a+b+c=-3,
da+b—c=0,
4da4+b—3c=0.

A megoldas:a=1,b=—4,¢c=0.
b) A feladat szovege szerint most a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:
2b=a+c,
b = (a +2)(c +2),
a+b+c=9.

Az els6 és a harmadik egyenlet Gsszevetésével azonnal kapjuk, hogy b = 3.
Ekkor az els6 és a masodik egyenlet a kdvetkezd egyenletrendszert adja:

a+c=06,
(a+2)(c+2):9.}



A ¢ = 6 — a helyettesitéssel az a®> — 6a — 7 = 0 egyenletet kapjuk. Ennek csak a b = 3-nal kisebb megoldasa
elfogadhat6, mert az egyiitthatoknak egy névekeds szdmtani sorozatot kell alkotni, igy a = —1. Ezek alapjan: ¢ = 7.

Az eredeti egyenlet egyiitthatoinak ismeretében meghatarozzuk a diszkriminéns elGjelét:

D=3>-4-(-1)-7>0.
Vagyis van valés megoldasa az els6 egyenletnek.

¢) Mivel z1x9 = 2 és 1 + 10 = —9, ezért
9 b\ c b% — 2ac
2?22 = (z1 + x9) —2x1x2:(—5> —2-(5): R
illetve .
i+i: 1+ %2 _ _CE :_9
1 T2 1T < c
A kovetkezs harmadfoku egyenlet megfelel a feladat feltételeinek:

1 1 c b2 — 2ac b
— — — 2 - — — — — — — -
(x — z122) (z — 27 — 23) (:1: . x2) (3: ) (:1: > <
6. Az 22 + y? = 25 egyenleti kor, az

f2) = |z + 2|+ |z —2|—2

2
hozzarendeléssel megadott fiigguény képe és az abszcisszatengely egy sikidomot hatdroznak meg, amit az abszcisszaten-
gely koril megforgatunk. Mekkora az igy kapott forgdstest térfogata?

fliggvényt is.

(16 pont)
Megoldas. Készitsiink vdzlatrajzot. Az origd kozéppontu 5 sugaria kor megrajzolasa utan abrazoljuk az f(x)

(z4+2)—(z—2)—2
Ha = € ]—o00; —2], akkor f(x) = (z+2) 2(33 ) =—z—1
2)—(x—-2)-2
Ha z € [-2;2], akkor f(z) = (z+2) ;x ) =1.
2 -2)-2
Hax€]2;oo],akkorf(:t)=(x+ )—l—;x ) =z—1
Ezeket figyelembe véve kapjuk az dbrdt.

lyettesitéssel kapjuk: A(4;3) és B(—4;3).

Az f(z) figgvény és a kor metszéspontjainak koordinatai leolvashatok az abrarol, amiknek a helyességét visszahe-
A keletkezett forgastest térfogata:

2 4
=27 /1dw—|—/
0 2

2 4 5
V =2r /1d3:+/(a:—1)2d3:—|—/(25—332)d:1:
0 2 4

5
(x2—2:v+1)dx+/(25—x2)d:c
4

£L'3 4 £L'3 >
2 [x]2 + 27 {3 — a2 —i—;v] + 27 [2595 - —}

2

4
:27T'2+27T<%—16+4—§+4—2>+27T(125—1—§5—100+6—4> =
52 28 92
=4dn+ —n1+ —1=—

3
ST
3 3

3



7. a) Igazoljuk, hogy V31 +8V15 + /31 — 815 egész szdm.
b) Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:

\/(314—8\/5)14—\/(31—8\/5)96:%. (16 pont)

Megoldas. a)

\/31+8\/E+\/31—8\/1_=\/(4+\/ﬁ)2+\/(4—\/5)2:4+\/E+4—\/E:8.

Tehat valéban egész szam.
b) Alakitsuk az egyenletet:

\/(4+\/ﬁ)21+\/(4—\/ﬁ)2m:%,

(4+\/ﬁ)w+(4—\/ﬁ)ng.

Legyen (4—|— \/E)m = a, ekkor (4 - \/E)m = %,

1 10
Ekkor az a + — = 3 egyenletet kapjuk,
a

1
amibdl a 3a* — 10a 4+ 3 = 0 masodfoku egyenlet adodik. A gyokok: a; = 3, ag = 3
A (44 V15)" = 3 egyenletbél: 21 = log,, 13 3.
e 1 . 1
A (4 + \/E) = 3 egyenletbdl: xo = 10g4+\/ﬁ 3"

8. Egy szabadtéri szinpad hdtsé részén egy 12 m magas oszlop dll, melynek a sigdlyuktol a teteje 16° -os emelkedési
szogben latszik. Az oszlop talppontjdt és a sugdlyukat 0sszekdtd egyenes folott van egy emelvény, amelyrdl a 180 cm
magas szinész 22° -os emelkedési szogben ldtja az oszlop tetejét. A sigdlyuktol a szinész feje buibja 10° -os emelkedési
szogd.

a) Igazoljuk, hogy a szinész feje egyenld tdvolsigra van az oszlop tetejétdl és a sugdlyuktol.

b) Milyen magas a szinpadon felépitett emelvény? (16 pont)

Megoldas. A feladat szovege alapjan készitsiink vdzlatrajzot.

F

G
R 1))
D g 6°
10°
A B c

a) Az dbrin a szinpad eleje C, az oszlop teteje F, az emelvény tetején allo szinész fejeteteje F. Tudjuk, hogy
AF =12 m, ACE< =10°, ACF<« = 16°, DEF< = 22°.
FA
Az ACF derékszogt haromszogben F'C = S 16°" ECFq=ACF<«—-—ACE<«=6°,CFEq=CFA<«—-FEFD« =
in
74° — 68° = 6°.
Vagyis EFC egyenlGszart haromszog, valoban EC = EF.
b) Az ACF derékszogl haromszogben: CF =

Mivel EFC egyenlGszara haromszog, azért G a C'F felezs-

sin 16°°
6
pontja, igy GC = Tk Az EGC derékszogli haromszogben:
sin
GC _6
EC = _ sin16° .
cos 6° cos 6°
Végiil az EBC derékszogi haromszogben:
6 : o
—— 6 -sin 10
EB = BEC-sin10° = 38167 . gin10° = — 00 38
cos 6° cos6° - sin 16

Mivel a szinész testmagassaga 1,8 m, azért az emelvény kb. 2 méter magas.



9. a) Egy dobozba 100 darab piros és zold épitékockdt raktak, méretik alapjin kicsiket és nagyokat is. Kis piros
kocka véletlenszerd kihuzdsdnak ugyanannyi a valdszinidsége, mint annak, hogy nagy pirosat vagy kis zéldet hizunk a
dobozbol. A zoldek és a kicsik ardnya 7 : 11. A nagyok 20 -szal kevesebben vannak, mint a pirosak. Hany kocka van az
egyes fajtdkbol?

b) Egy dobozba 93 darab piros és z6ld épitdkockdt raktak, méretik alapjin kicsiket és nagyokat is. Mindegyik fajtdbol
kilonbozd primszam darab van. A piros kockdk szima oszthatd héttel. A kis z6ld kockdkbol van a legkevesebb. Nagy
pirosbdl dtvennel tobb van, mint kis pirosbol. Hany kocka van az egyes fajtakbol?

(16 pont)

Megoldas. a) A kovetkezs tablazatbol kiolvashatjuk a négy kiilonbozs fajta darabszamat jelols betiiket.

nagy | kicsi
piros a b
z6ld c d

A szbveg és a tablazat alapjan a kovetkezd egyenletrendszer irhato fel:

a+b+c+d=100,

a+d=b,
c+d71
b+d 11’

a+c=a-+b—20.

Az egyenletrendszer megoldasa megadja a kérdésre a valaszt: a = 25 (nagy piros), b = 40 (kis piros), ¢ = 20 (nagy
z0ld), d = 15 (kis zold).

b) Mivel négy kiilonb6z6 primszam Osszege péaratlan, azért az egyik a 2. A szoveg alapjan ez a kis zold kockak
szama. A pirosak és a nagy z6ldek darabszama ezek szerint 91. Tudjuk, hogy a piros kockik szama oszthato héttel, igy
a nagy zoldek szama is oszthat6 lesz héttel. Ilyen primszam csak egy van, ez a 7. Azaz a nagy z6ld kockak szama 7.
Most méar tudjuk, hogy a pirosak szama 84. A feladat allitasa szerint nagy piros kockakbol 6tvennel tobb van, mint
kis piros kockdkbol. Ezek szerint a nagy pirosbol 67 darab, a kis pirosbol pedig 17 darab van a dobozban.

Szamado Laszlé



