A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

1. Az A ={a1, az,a3,a4} halmaz négy, pironként kilonbézdé pozitiv egész szambdl dll. Az ay + as + as + aq 0sszeget
Jjeloljik sa-val, és jelolje na az olyan (i, ) pdrok (1 < i < j < 4) szdmdt, amelyekre a; + a; o0sztdja sa-nak.
Hatarozzuk meg az 0sszes olyan A halmazt, amelyre na a lehetséges maxzimdlis értékét veszi fel.

Janzer Olivér megoldasa. Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a1 < a2 < ag < aq.
El6szor belatjuk, hogy na < 4.

1
Mivel as + a4 > a1 + ag, tehat as + a4 > 55,4, igy nem lehet osztéja sa-nak (hiszen as + a4 < sa). Hasonloan

1
a3z + aq4 > aj + aq, tehdt as + a4 > 55,4, igy ez sem lehet 0szt6.

Tehat csak az (a1,a2), (a1,a3), (a1,a4), (az,as) parok johetnek szoba, azaz legfeljebb 4 par. Nézziik meg, ennyi

mikor lesz. Mivel (a1 + a4) és (a2 + ag) is 0szt0, azért (a1 +aq) < 254 és (aa+as) < 2545 igy (a1 +as+as+aq) < sa.
1
Az egyenlGségnek kell teljesiilni: (a1 4+ aq) = (ag + a3) = 54

1 1 1
(a1+as) is osztja s a-t, ezért (a1 +as) < §SA’ hiszen (a1 +a3) < (az+asz) < 55,4. Tegyiik fel, hogy (a1 +as) < ZSA'

1 1/1 _1( ay)
154 =5 | 384 ) = 5laz +a3),

igy
1
a1—|—a3§§(a2—|—a3) — 2a1 +2a3 < as +a3 — 2a1 +az < as,

. 1 1 1
ami az > ae miatt ellentmondas. Igy 754 < (a1 +a3) < §SA’ tehat (a1 + a3) = §SA'

Mivel a1 + a4 = a2 + a3, a4y = as + az — aq,

1 1 1
a1+a3:gsA:§(a1+a2+a3+a4):g(a1+a2+a3+(a2+a3—a1)):

1
= §(2(1,2 —|— 20,3).

igy 3a1 4 3az = 2as + 2ag3, tehat az = 2a2 — 3aq,

aqg = as +as — ay = ag + (2a2 — 3a1) — a1 = 3az — 4ay.

1 1 1
(a1 + ag) is osztoja sa-nak, de (a1 + a2) < (a1 +a3) = §SA’ tehéat (a1 +ag) < ZSA' Tegyiik fel, hogy (a1 + a2) < 65,4.
Ekkor 1 1
(a1 +a2) < 6 (a1 + az + (2a2 — 3a1) + (3az — 4ay)) = 6(6@2 —6a1) = az — ay,

amibd6l 2a; < 0, ami a; pozitiv volta miatt ellentmondas.
L L
Tehat ESA < (a1 +a2) < 154 18y két eset maradt:
1)

1 1 1
a1 +az = s54= 7 (a1 + a2 + (2a2 — 3a1) + (3az — 4a1)) = 1(6(12 —6ay).
igy 4a1 +4as = 6as — 6aq, tehat 10a; = 2as, azaz as = 5a;. Ekkor a3 = 2as — 3a1 = 7a1, a4 = 3as —4a; = 11aq. Ezek
valoban jok, ha a; pozitiv egész, hiszen s4 = 24ay, és a1 + az = 6a1, a; + a3z = 8ay, a1 + a4 = 12a3, as + asz = 12a;4,
amik valéban osztok.

2)

1 1
a1+ ag = gsA = g(6a2 —6a1), bHaj+ baz = 6az — 6ay,
az = 1lay, as = 19a1, as = 29a;. igy sa = 60ay és a; + as = 12a;, a1 + az = 20a;, a1 + a4 = 30a1, as + asz = 30a;,

amik val6ban osztok.
Tehat az olyan A halmazok a megfelelsk, ahol A = {a, 5a, 7a,11la} vagy A = {a, 11a,19a,29a} és a pozitiv egész.



2. Legyen S a sik pontjainak egy véges, legaldbb kételemd halmaza. Feltessziik, hogy az S halmaz semelyik hdrom
pontja Sincs eqy egyenesen.

Egy szélmalomnak nevezett folyamat sordn kitndulunk egy ¢ egyenesbdl, amely az S halmaznak pontosan egy P
pontjat tartalmazza. Az egyenes a P forgastengely kéril az dramutato jardsdval megegyezd irdnyban forog addig, amig
eldszor nem taldlkozik eqy mdasik, S halmazba tartozo ponttal. Ekkor ez a Q pont lesz az ij forgdstengely, és az egyenes
a Q pont koril forog tovdibb az dramutatd jardsdval megegyezd iranyban egészen addig, mig ujra nem taldlkozik egy
S halmazba tartozo ponttal. Ez a folyamat vég nélkil folytatodik.

Bizonyitsuk be, hogy megudlaszthatjuk a P € S pontot és a P-n dtmend £ egyenest ugy, hogy az S halmaz minden
pontja végtelen sokszor lesz a szélmalom forgdstengelye.

Dankovics Attila megoldasa. 1. lemma. a) A folyamatban megmarad az adott oldalon lévd pontok szdma két
olyan dllapot kozt, amikor csak egy pont van az egyenesen.

Bizonyitas. A régi forgastengely a forgd egyenesnek ugyanarra az oldalara keriil, mint amelyik oldalan az uj
forgéastengely volt.

b) Az 1. lemma hasonléan belathato két olyan allapotra, amikor két pont van az egyenesen.

2. lemma. Minden ponton megy dt olyan egyenes aminek két oldalan ugyanannyi pont van.

Bizonyitas. Vesziink egy egyenest at a ponton, és kitiintetjiik az egyik oldalat. Legyen a kitiintetett oldalon k-val
tobb pont (feltehetjiik, hogy k pozitiv, illetve ha 0, akkor készen vagyunk). Megforgatjuk az egyenest 180 ponttal,
ekkor a kitiintetett oldalon k-val kevesebb pont lesz. Mivel nincs 3 pont egy egyenesen, a két oldalon 1év6 pontok
kiilonbsége forgatas kozben egyszerre legfeljebb 1-gyel valtozik. Mivel pozitivbol negativba megy, kozben valamikor 0
lesz.

Megoldas. Paratlan sok pont esetén tetszéleges kiindulépontbél megfelel§ szélmalmot eredményez minden olyan
¢ egyenes, amelynek két oldalan ugyanannyi pont van. Ha a pontok szama paros, akkor (egy ilyen egyenest egészen
kicsit elforgatva) valasszuk meg ¢-et 4gy, hogy az el6bbi feltétel az els6 talalkozaskor teljesiiljon.

Bizonyitas. Az egyenes iranya korbe fog forogni, ek6zben az els6 lemma alapjan a két oldalan 1évé pontok szamanak
kiilonbsége végig 0 vagy 1. Egy teljes korbefordulas sordn egy tetszéleges P ponton biztosan atmegy akkor, amikor
éppen olyan iranyt, hogy a P-re illeszkedd ilyen iranyua f egyenesnek ugyanannyi pont van mindkét oldalan. (Ilyen
egyenes a 2. lemma szerint valoban létezik.)

Tegyiik fel ugyanis, hogy az e egyenesiink ilyen iranyd, de nem megy at P-n — ugyanakkor tartalmazza a halmaz
egy Q pontjat. Az f-et nemnulla eltolas viszi e-be, melynek eredményeként eltavolodik P-t6l, és rakeriil a Q. Igy az e
P-t tartalmazoé oldalan legalabb kettével tobb pont lenne, mint a mésikon, ami ellentmondas.

Ezzel a feladatot megoldottuk.

3. Legyen f: R — R egy olyan fiiggvény, amelyre teljesiil az
fl+y) <yf(@)+f(f(z))

feltétel minden x, y valds szdmra. Bizonyitsuk be, hogy minden x < 0 esetén teljesil f(x) = 0.

Kalina Kende megoldasa. Az f(z+y) <yf(z)+ f (f(x)) egyenlStlenségbdl y = 0 helyettesitéssel:
(1) fl@) < f(f(2))-

Ha van olyan a, amelyre f(a) = 0, akkor

f(b+a) <bf(a)+ f(f(a)) = f(0).

Mivel a 4+ b minden valoés értéket felvesz, minden c-re teljesiil:
(2) fle) < £(0),
specidlisan f (f(0)) < £(0). Innen (1) miatt f(0) = f (f(0)). Ezt felhasznalva:

F0) = £ (£(0) = £(0)) < —f(0)* + f(£(0)).

Mivel igy 0 < —f(0), ebbsl f(0) = 0.
Legyen k < 0,
0=f(k—Fk) < —kf(k)+f(f(K), gy kf(k)<[f(f(k)).
(2) alapjan a jobb oldal kisebb vagy egyenls, mint 0, igy a bal oldal is. Mivel k < 0, és (2) alapjan f(k) < 0, igy
f(k) = 0 lehet csak.
Tehat, ha talalunk egy gyokot, az allitas igaz. Igy a tovabbiakban indirekt felteszem, hogy f(z) # 0 minden z-re.
Alkalmazzuk a kovetkezs helyettesitést:

@) <lg=n)f(r)+F(f(r), fl@) <qf(r)—rf(r)+F(f(r).



(3) Ebbol latszik, hogy ha van olyan r, amelyre f(r) > 0, akkor f(¢) mindig negativ, amennyiben ¢ kisebb egy
adott @ értéknél. Ha nincs ilyen r, akkor ugyanez barmilyen Q-ra igaz.
Legyen y = f(z) — x; ekkor:
0< (fa) ) f(x), azaz xf(z) < f(x)".

(4) Innen a fiiggvény negativakon felveheti a kovetkezs értékeket: pozitiv valosak, abszolut értékben z-nél nagyobb
vagy egyenld (tehat z-nél kisebb vagy egyenld) negativ valosak.

Legyen h a (3) szerinti -nal kisebb negativ valos szam. Ekkor f(h) < h; és f(f(h)) < f(h). Viszont (1) miatt
f(h) < f(f(h)),igy f(h) fixpont. Illetve egy masik, j < f(h)-ra f(j) =j < f(h) is fixpont.

Az eredeti egyenlGtlenséget a negativ a < b fixpontokbol képzett a és b-a szamokra felirva:

flat(b—=a) <(b—-a)f(a)+f(f(a)), b<(b-a)ata, b—a<(b-a)a.

Mivel a < b, azaz b —a > 0, ebb6l 1 < a, ami ellentmondés. Tehat a megoldas elsé fele szerint kovetkezik a feladat
allitasa.
4. Legyen n > 0 egy egész szim. Van egy kétkari mérlegink és n sulyunk, amelyek silya 2°, 2',...,2"7 1. Eat
az n sulyt eqymds utdn a mérlegre akarjuk helyezni oly modon, hogy a jobboldali serpenyd soha ne legyen nehezebb a
baloldali serpenydnél. Mindegyik lépésben kivdlasztjuk az eddig a mérlegre nem tett sulyok valamelyikét, és a mérlegnek
vagy a baloldali vagy a jobboldali serpenydjébe helyezziik, egészen addig, amig az dsszes suly fel nem keril a mérlegre.
Hatdrozzuk meg, hogy hdnyféleképpen lehet ezt megtenni.

Damasdi Gabor megoldasa. N darab stlyt 1-3-5-...- (2n — 1)-féleképpen lehet jol felrakni a mérlegre. Ezt
indukcioval latjuk be: n =1 és n = 2 konnyen ellendrizhets. Tegyiik fel, hogy valamilyen n-re 1-3-5-...- (2n — 1)-féle
jo felrakas van. Azt kell belatnunk, hogy n + 1 silyt 2n + 1-szer annyi médon rakhatunk fel, mint n stlyt.

Vegyiik az n stlynak egy tetszéleges felrakasat. A kovetkez6 modon csindlunk beldle egy felrakast n 4+ 1 sualyra:
minden elem tomegét megkétszerezziik, majd valahova besztrunk még egy 1épést, amiben egy 1 tomeg sulyt helyeziink
fel.

A kétszerezés miatt megkapjuk a 2,4, ...,2" tomegi sulyokat, és beszurjuk az 1 tomegiit, tehat ez tényleg n + 1
suly felrakasa. A kétszerezés nem rontja el a nagysagviszonyt. Mivel a kétszerezés utan a témegek parosak, az 1 tomegi
suly csak akkor rontja el a felrakast, ha legelére szirjuk be és a jobb oldalra rakjuk. Tehat egy esetet kivéve, barmikor
barmelyik oldalra felrakhatjuk az 1 toémegt sulyt, igy 2n + 1 darab felrakast készitettiink n + 1 silyra. Ezutan elég
belatni, hogy ezzel a mddszerrel minden felrakas elérheté n + 1 silyra és egyik se érhetd el kett6 kiilonboz6 n stulyos
felrakasbol.

Minden felrakés elérhet6 n + 1 stlyra, mivel visszafelé is megadhatjuk a moédszert: vegyilink egy felrakast n + 1
stilyra. Vegyiik ki azt a lépést, amiben az 1 tomegt stlyt rakjuk fel, és osszuk el a tomegeket 2-vel. Igy egy felrakast
kapunk n sdlyra, amibdl elérheté a kiindul6 felrakas n + 1 sulyra.

Ha kiilonb6z6 felrakasokbol indulunk ki, a 2,4,...,2" tomegi silyok mas sorrendben lesznek az n + 1 stlyos
felrakasban, azaz minden felrakast csak egy modon érhetiink el.

Minden felrakasbol készitettiink 2n + 1 felrakast n 4 1 sulyra, tehat belattuk az indukciét.

5. Jelolje 7 az egész szamok halmazdt, N pedig a pozitiv egész szdimok halmazdt. Legyen f eqy Z-t N-be képezd
fiiggény. Tegyiik fel, hogy barmilyen két m és n egész szam esetén az f(m) — f(n) kilonbség oszthaté f(m — n)-nel.
Bizonyitsuk be, hogy minden m, n egész szdamra teljesil az, hogy ha f(m) < f(n), akkor f(n) oszthatd f(m)-mel.

Nagy Donat megoldasa. (1) Az n helyébe 0-t irva f(m) | f(m) — f(0), igy f(m) | f(0) minden m-re.

(2) m helyébe 0-t irva f(—n) | £(0) — f(n), innen (1) miatt f(—n) | f(n) minden n-re;

(3) és itt n helyébe —n-et irva f(n) | f(—n), de mivel f(n) és f(—n) is pozitiv egész, azért f(n) = f(—n) minden
n-re.

A bizonyitandé allitas lényegében az, hogy f értékkészletének barmely két eleme koziil egyik osztoja a méasiknak.
Legyenek a és b tetszbleges egészek, ekkor m helyébe a-t, n helyébe b-t irva f(a —b) | f(a) — f(b), illetve m helyébe
a-t, n helyébe (a — b)-t irva f(a— (a —b)) = f(b) | f(a) — f(a —b), végil m helyébe (b — a)-t, n helyébe b-t irva
f((b—a)—=0b)=f(—a)| f(b—a)— f(—b). (3) felhasznalasaval ezek azt adjak, hogy az f(a), f(b) és f(a — b) pozitiv
egészek koziil barmely kettd kiilonbsége osztja a harmadikat. Ha az x, y, z pozitiv egészek koziil barmely ketts
kiilonbsége osztja a harmadikat és példaul = az egyik legnagyobb koziilik, akkor —z < —2 <y — 2z < y < z, de igy
mivel z | (y — 2), azért y — 2 = 0, y = z és ekkor y | (z — 2)-b6l y = z | x adodik, igy ekkor x, y és z koziil barhogyan
valasztunk kett6t, egyikiik osztani fogja a masikat. Ezt az f(a), f(b), f(a — b) harmasbol f(a)-t és f(b)-t valasztva
alkalmazva adodik a feladat allitasa, hiszen a és b tetszéleges egészek voltak.

6. Legyen ABC' egy hegyesszigi hdromszdg, I' a hdromszdg korilirt kére és ¢ T egy érintdegyenese. Jeldlje Ly, Oy,
L. azokat az egyeneseket, amelyeket gy kapunk, hogy £-et a BC, C A, illetve AB egyenesekre tikrozzik.
Bizonyitsuk be, hogy az L, Cy, L. egyenesek dltal meghatdrozott haromszdég kérilirt kére érinti a U kort.

Nagy Janos megoldasa. Legyenek az £y, £, és ¢, egyenesek altal meghatarozott haromszdg csicsai rendre A’, B’
és C'; és legyen az A’ B’'C’ haromszog koriilirt kore I, ekkor azt kell igazolnunk, hogy I” és T' kérdk érintik egymast.



A T kor és az A’ B'C’ haromszog, illetve IV kor kozdtt csak gondolati kapcsolat van eddig, kell valami, ami fizikaiva
teszi. Ehhez vegyiik észre, hogy az A’ B’'C’ haromszog beirt korének I kozéppontja rajta van a I' koron és raadasul az
IA, IB, IC egyenesek atmennek rendre az A, B’ és C’ pontokon.

Ezt az allitisunkat nem fogjuk bebizonyitani, mert nincs is ré sziikség, elég ha tudjuk intuitivan, hogy ez igaz.
Legyenek az ABC haromszog szogei a, 3, v, amik tehat hegyesszogek.
Most a kdvetkezot fogjuk belatni: Legyen A’ B’'C’ egy haromszog, melynek szogei

180° — 2o, 180° — 283 és 180° — 27,

ennek koriilirt kore &', befrt korének kozéppontja I, és k egy olyan kor, ami atmegy az I ponton, és érinti a k" kort.
A k kor és az TA', IB', IC' egyenesek masodik metszéspontja A, B és C. Ekkor az AB egyenesre tiikrozve az
A'B’ egyenest, a BC egyenesre tiikrozve a B'C’ egyenest és a C A egyenesre tiikrozve a C' A’ egyenest, ugyanazt az
egyenest kapjuk, ami rdadasul érinti a k£ kort.

Egyrészt belatjuk ezt az allitast, mésrészrél megmutatjuk, hogy ebbdl kdvetkezik a feladat allitasa:

ElGszor is ebben a helyzetben az ABC haromszog szogei «, 3 és v, mert a k korben a keriileti szogek tétele miatt a
haromszog szdgei megegyeznek az A’ B'C’ haromszog szdgfelezdinek egymassal bezart szogeivel, amik éppen «, 3 és .

Most tekintsiik a fix A'B’ egyenes AB egyenesre valo tiikorképét.

Ha a k kor helyzetét kozben viltoztatjuk, akkor konnyen lathato, hogy az AB egyenes minden iranyt fel fog
venni k Osszes helyzetét tekintve, mert minden irdnyhoz tudunk talalni olyan kort, amely dtmegy I-n, és akkor ezt
hasonlésaggal at tudjuk vinni olyanba, ami érinti a k" kort.

Igy tehat az AB egyenes és a tiikorkép szoge is tetszoleges lehet, az egyéb diszkusszids meggondolasokat most
mell6zziik.



Van tehat olyan helyzete a k kornek, amelyre az A, B, C' és a kozos tiikorképek érintési pontja a k korrel; e négy
pont altal meghatarozott négyszog hasonlo az eredeti feladatban levd ABC P négyszoghtz. De ekkor a hasonlosag az
eredeti feladat két korét az itteni k és k' korokbe viszi, amik érintik egymast, tehat ekkor készen lennénk.

Most tehat igazoljuk az allitdsunkat. Az, hogy a tiikorképek érintik a k kort, szimmetrikus allitasok, igy elég koziiliik
az egyiket igazolni, mi az A’ B’ egyenes tiikorképével tessziik ezt.

Ehelyett azt latjuk be, hogy ha az AB egyenesre tiikrozziik a k kort, akkor az érinti az A’B’ egyenest valamilyen
X pontban, ami természetesen ekvivalens atfogalmazas.

Azt kell észrevenni még, hogy ez az X pont rajta lesz az A’ AT haromszdg, illetve a B’ BT haromszog koriilirt
korén is.

Tehat megmutatjuk, hogy az A’ AT haromszog, illetve a B’ BT haromszdg koriilirt kore az A’ B’ egyenesen metszi
egymaést, utana pedig belatjuk, hogy ez az X metszéspont rajta van a tiikrozott kéron, s6t érintési pont is egyben.

El6szor is lassuk be, hogy az A’ AT haromszdg, illetve a B’ BT haromszog koriilirt kore az A’ B’ egyenesen metszi
egymast, tegyiik fel hogy az elsé kor metszéspontja az A’ B’ egyenessel X1, a masodiké pedig X»; azt akarjuk belatni,
hOgy X1 = Xz.

Ehhez az kell, hogy

TXlA/<I + TXQB/<I = 1800,

de
TX A<+ TXoB'«=TAA' <+ TBB' <« =1TAT< +180° — IBT< = 180°,

ahol végig a keriileti szogek tételét hasznaltuk.
Legyen tehat X = X; = Xo, belatjuk, hogy X rajta van az AB-re tiikkrozott k& koron; ehhez azt kell igazolnunk,

hogy
AXB< =180° — ATB< = 180° — AIB< = 180° — ~,

de

AXB<«=180° - AXA'«— BXB'«=180°— ATA'« — BTB'« =
= 180° — v — ATA'<< — BTB'< + v = 180° — 7.

Felhasznaltuk, hogy A'TB’C’ hirnégyszog.

Ezzel megkaptuk, hogy X rajta van a tiikrézott koron is, még az kell, hogy érintési pont is egyben.

Ehhez invertaljuk az abrat a T pontbol, ekkor a képabran A, A’ és X képei egy egyenesen lesznek, és B, B’ és X
képei is egy egyenesen lesznek az inverzié szabalyai szerint.

Ezen kiviil AB képe parhuzamos lesz A’ B’ képével, mert az eredeti abran az ABT kor érinti az A’ B'T kort, igy
tehat a képabran az X AB és X A’ B’ haromszogek hasonloak, tehat koriilirt koriik érintik egymast.



Ezeknek a koroknek az 6sképei az AX B kor, illetve az A’B’ egyenes, mert A’, X és B’ egy egyenesen vannak az
eredeti abran, ezért az inverzi6 szdgtartdsa miatt az A’'B’ egyenes az eredeti abran valoban érinti az AX B koriilirt
korét, vagyis a tiikrozott kort.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy ha az AB egyenesre tiikrozziik az A'B’ egyenest, akkor a kép érinti a k kort, és
ugyanigy a tobbi csticsparra is, mar csak azt kéne belatni, hogy ez az érintési pont mind a harom alkalommal ugyanaz
lesz.

Legyen az A, B cstucsparra ez az érintési pont Fq, a B, C cstucsparra pedig Fs, ekkor a szimmetria miatt elég
belatni hogy E; = FE», és akkor mindharom érintési pontnak meg kell egyeznie.

Tehat tudjuk, hogy X AB< = BX B'< az érint6 szart keriileti szogek tétele miatt, és akkor a bizonyitottak szerint
E1AB<« = XAB« = BXB'«=BTB'«.

Teljesen szimmetrikusan Es AB< = E>CB< = BT B'<«, abbdl pedig akkor az E; és E pontnak meg kell egyezni,
vagy tiikrosnek kell lennie az AB egyenesre; de ezt mindegyik E;, E; parra elmondhatjuk a szimmetria miatt és akkor
ez mar csak tényleg agy lehet, hogy ha az E;, Es, F3 pontok megegyeznek: ha koziiliikk semelyik kett6 nem egyezne
meg, akkor a felezé merdlegeseik egy ponton mennének at, de ez az AB, AC, BC oldalakra nyilvan nem teljesiil. Ha
pedig kett6 megegyezik, a harmadik meg maés, akkor két felez6 meréleges teljesen megegyezne, ami megint csak nem
teljesiilhet két oldalra.

Igy tehat igazoltuk az allitasunkat, és — mint azt korabban megmutattuk — ezzel bizonyitottuk az eredeti feladat
allitasat is.



