Az 53. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia feladatainak megoldasai

A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

1. Az ABC hdromszdg A csiccsal szemkozti hozzdirt kirének kozéppontja J. Ez a hozzdirt kér a BC oldalt az
M pontban, az AB, ill. AC egyeneseket pedig a K, ill. L pontban érinti. Az LM és BJ egyenesek metszéspontja F,
a KM és CJ egyenesek metszéspontja pedig G. Legyen S az AF és BC egyenesek metszéspontja, T pedig a AG és
BC egyenesek metszéspontja.

Bizonyitsuk be, hogy M az ST szakasz felezdpontja.

(Az ABC' hdromszog A csicesal szemkdzti hozzairt kore az a kér, amelyik érinti a BC szakaszt, tovdbbd az AB
félegyenes B-n tuli részét és az AC félegyenes C-n tili részét.)

FMB< =LMC«q = %, mert az C LM héaromszog egyenls szaru és a C-nél levs szoge az ABC haromszog y-hoz

tartozo kiils6 szoge. Hasonlban BM K< = g Jelolje az M K és JF szakaszok metszéspontjat X ; ekkor M X F<t = 90°,

mert a BM K haromszog egyenls szart, és BJ felezi a B-nél 16v6 szoget, ezért merdleges az MK alapra. Igy

LFJq«=MFX<=180°- FMX<—- MXF<q=

—180° - FMB< — BMX<— MXF<a=180°— 1 -2 _ 90° = g

LAJ« = %, mert az A-hoz tartozo belss szogfelezd atmegy a hozzairt kor kézéppontjan. Ebbdl és az LF J<-re kapott
eredménybdl kovetkezik, hogy ALJF hturnégyszog.

ALJ< = 90° hiszen AL érint6, tehat a vele szemkozti JF A< is 90°. GX parhuzamos AS-sel, mivel GX F< = 90°.
Az elsbbiekhez hasonléan JG A< = 90°.

Igy G felezi az AT szakaszt, mivel a JG-re valo tiikrozésnél az AL egyenes képe az MT egyenes, az AT egyenes
helyben marad, tehat A képe T. Emiatt az AT'S haromszoghen a GM kozépvonal, tehat M felezi ST-t. (A megoldas
fiiggetlen az abratol.)

2. Legyen n > 3 egész, és legyenek as,as, ..., a, olyan pozitiv valos szdmok, amelyekre asas - - - a, = 1. Bizonyitsuk
be, hogy
(14a2)*(14as)’...(1+an)" >n"
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Agoston Tamas megoldasa. Ha i > 2 egész, akkor az - a; pozitiv szdmokra (az

szam (i — 1)-szer szerepel) alkalmazhatjuk a szamtani és mértdni ﬂézép_ell kozti ég?elllﬁtlenséget: i-1
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Ezt i-edik hatvanyra emelve, és szorozva a bal oldali nevezgvel:

W Ata)> —o

Z ooy W
(i—1)""
Ha i € {2,3,...,n}, akkor itt mindkét oldal pozitiv, igy ezekre az i-kre Osszeszorozva (1)-et:
22 33 n"
2 3 n n
(1+a2) (1—|—a3) (1—|—an) EF.?.“'.WGQGB.“'.GHZTL .
Itt hasznaljuk azt a feltételt, hogy asas - ... - a, = 1. Azt kell még beladtnunk, hogy egyenléség nem allhat fenn.

Mivel (1)-ben a kérdéses i-kre mindkét oldal pozitiv, a szorzatban egyenl@ség pontosan akkor all, ha minden i-re

(1)-ben egyenldség all. Ez pedig pontosan akkor igaz, ha minden i-re a szdmtani és mértani kozepeket egyenls szamokra
1

1 1
vettiik, azaz a; = —— = ... = ——. Ekkor viszont asaz-...-a, =1-=-.... ——,
1—1 i —1 2 n—1

1
és 1-nél nem nagyobb. Viszont n > 3 miatt az 1-nél kisebb — tényezd is szerepel, vagyis a szorzat kisebb 1-nél. Ez

ahol minden tényezé pozitiv,

ellentmond a feladat feltételének, igy valéban nem allhat fenn egyenléség, azaz
(1+a2)’(14as)’ ...-(1+a,)" > n",
és ezt akartuk bizonyitani.

3. A hazudos jatékot két jatékos jatssza: A és B. A jaték szabdlyaiban szerepel két pozitiv egész szdm: k és n, ezek
értékét mindkét jatékos ismeri.

A jaték megkezdésekor A vilaszt két egész szamot: x-et és N-et, amikre 1 < x < N. A az x szdmot titokban tartja,
viszont N-et dszintén megmondja B -nek. B ezutdn megprobdl x-re vonatkozd informdciot szerezni A-tol a kivetkezd
tipusd kérdésekkel: B minden kérdésében megadja pozitiv egész szamok egy tetszdleges S halmazdt (olyan S halmazt is
megadhat, amit mdr kordbban is megadoit), és azt kérdezi A-tol, hogy x eleme-e ennek az S halmaznak. B akdrhdny
ilyen tipusi kérdést feltehet. A-nak B minden kérdésére a kérdés elhangzdsa utdn azonnal igennel vagy nemmel kell
vdlaszolnia, de mindegyik vdlasza lehet hazugsdg is; az egyetlen kikotés az, hogy bdrmely egymds utani k + 1 vdlasz
kozil legaldbb egynek dszintének kell lennie.

Miutdn B annyiszor kérdezett, ahdnyszor csak akart, meg kell neveznie egy legfeljebb n pozitiv egész szambol dllo
X halmazt. Ha x eleme az X halmaznak, akkor B nyer; kilonben B veszit. Bizonyitsuk be:

1. Han > 2%, akkor B-nek van nyerd stratégidgja.

2. Minden elég nagy k-hoz van olyan n > 1,99% egész szam, amire B-nek nincs nyerd stratégidja.

Janzer Olivér megoldasa. 1. rész. Nyilvan nem valtozik a feladat, ha az {1,2,..., N} halmaz helyett tetsz6leges
{a1, a9, ...,an} halmazbol keriil ki z (a; # a;). Han > 2k megmutatjuk a nyerd stratégiat.
Ha N < 2%, akkor az X = {a1,a9,...,an} halmazra | X | = N <

< 2% < n, igy | X| < n, tehat X megfelel6, B nyert.

Tegyiik fel, hogy N > 2F.

N szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk be, hogy van nyerd stratégia. Tegyiik fel, hogy N = f-re készen vagyunk
(ahol ¢ > 2%). Bizonyitunk N = (¢ 4 1)-re. Kérdezziik meg az S = {a1} halmazt addig, amig az els6 ,jigen” valaszt
nem kapjuk. Ha végig ,nem”™et kapunk, még k + 1 kérdés utan is, akkor x # a1 (hiszen ekkor a ,nem” igaz), igy = az
¢ elemszamu {asz,as,...,ar+1} halmazban van, igy az indukcios feltétel szerint innen van nyer stratégiank. Tegyiik
fel egyébként, hogy a valasz egyszer ,jigen”. Rogton ezutan tegyiik a kovetkez6t: vegyiik az as,as, ..., asr 1 szdmokat
(2F + 1 < £+ 1). Rendeljiik a;-hez a (j — 2) sorszamot. Ekkor kiosztottunk sorszamokat 0-tol (2k — 1)-ig. Koédoljuk
a sorszamokat 2-es szdmrendszerben. Ezutan tegyiink fel & darab kérdést, amelyek a kovetkezsk:

1.  benne van abban a halmazban, amely halmaz a kivalasztott szamok koziil azokat tartalmazza, amelyek sor-
szamanak 2-es szamrendszerbeli alakjaban az els6 jegy 07

Es igy tovabb, az i-edik kérdés a sorszam i-edik jegyére kérdez ra (2-es szdmrendszerben). Igy, mivel 2F sorszamot
osztottunk ki 0-t6l (2% — 1)-ig és ezeket 2-es szamrendszerben k jegy kodolja:

0:00...0; 1:00...01; ...; 2k—1:11...11,
—— ~— ——
k k—1 k

ezért k kérdéssel x sorszama 2-es szamrendszerbeli alakjanak minden jegyére valaszt kapunk. Vegyiik az utols6 (k+ 1)
darab feltett kérdésiinket. Ezek kozott a feladat feltétele miatt lennie kell olyannak, amelyre A Gszintén valaszolt. Ekkor
azonban kizarhatjuk az olyan x-eket, amelyekre az igaz valaszok mindig az A &altal adott valaszok ellentétei. Belatjuk,
hogy van ilyen szdm. Az A altal adott els6 valasz ,jigen”, ennek ellentéte ,nem”, tovabba a kovetkezs k valasz tagadasa
meghataroz egy sorszamot, legyen ez a; sorszama (2 <t<2F4 1). Ekkor, mivel ay # a¢, azért  nem lehet a4, ugyanis



akkor az els6 kérdésre ,nem” az Gszinte valasz, a tovabbi kérdésekre pedig a; definicidja szerint mindig az ellenkezg,
mint amit A adott. Ez azonban ellentmond a feladat (k + 1) egymast kovetd kérdésre vonatkozo feltételének. Igy
x # a;. Ekkor x benne van egy /¢ elemi halmazban (az eredetibél elhagyjuk a;-t), innen pedig az indukcios feltevés
szerint van nyerd stratégiank. Igy a feladat elss részének allitasat igazoltuk.

2. rész. Megmutatjuk, hogy ha 1,99 < A < 2 és n = [(2 — /\)/\k“} — 1, valamint N = n + 1, akkor B-nek nincs
nyers stratégiaja.

Jeloljiik V-vel a B-nek azon kérdésére adott valaszt, hogy = benne van-e az S halmazban. Ekkor legyen V' inkon-
zisztens i-vel, ha a vélasz ,jigen” és ¢ nem eleme S-nek; vagy ha a valasz ,nem” és i eleme S-nek. Legyen egy adott
pillanatban m; az a szam, ami megadja, hogy A addig (a legutolsot is beleértve) hany egymast kovets, i-vel inkonzisz-
tens valaszt adott. Példaul, ha a valaszok mingsitése az ¢ szempontjabol sorban ink.; nem ink.; ink.; ink., akkor éppen
m; = 2.

Legyen
n+1

P = Z A
=1

Legyen A valasza mindig olyan, hogy a vélasza utan a két lehetséges ® érték koziil a kisebbet kapjuk. Ehhez persze be
kell latnunk, hogy ilyenkor A 1épései szabélyosak. Elég azt megmutatnunk, hogy ® < NeF1 hiszen akkor mindegyik m;
kisebb (k 4 1)-nél; viszont (legalabb) k + 1 egymast kovetd hazugsag k + 1 egymaést kovets inkonzisztens valasz lenne
a-re nézve, amibdl m, > k+ 1 kovetkezne (a legalabb (k 4+ 1)-edik inkonzisztens valasz utan). Mindez azt jelenti, hogy
a kivant egyenl6tlenség mindenkori teljestilése esetén valdéban nincs k + 1 egymast kdvets hazugsag, azaz A valaszai
szabalyosak.

P < \FH1 igazolasa: Kezdetben my =mo = ... = mp41 =0, igy &9 =n + 1. Viszont
n+1=[(2-XNAN] < (2= A < A

(hiszen A > 1 miatt 2 — A < 1). Igy kezdetben & < \*T1.
Tegyiik fel, hogy valameddig ® < A\*™!, majd vizsgaljuk a helyzetet A aktuélis valaszat kovetGen. Ennek soran
A-nak két lehetséges valasza volt: ,igen”, ami utan ®; és ,nem”, ami utan @, keletkezik. Mivel 6 a kisebbet vélasztotta,

1
azért ¢ < = (D1 + ®2). Ha ezen kérdés az S halmazra kérdez ra, és a valasz el6tt my, ma, ..., my,1 voltak a megfelels
értékek, akkor
Oy = A0 ) AL s @y =) A4 YN0
€S j¢s €S jés
igy
, 1
P < 5(<1>1 + &) =
1 mi+1 m;i+1
(o ey e ) -
€S j¢s
1
_ m;+1 m;+1 _
() s (e x) ) -
= j¢s = j¢s
1 n+1 n+1
_ mp+1 _
=5 (amre3)
h=1 h=1
1
= 5()\@ +n+1).

Mivel @ < M ésn+1 = [(2 - M)A < (2 - M)A,

1
<N +n+1)< 5(AW + (2 = NAFF) = AR

N | =

Tehat ® nem lépi at A\FF1-t.
Igy A valaszai szabélyosak. Viszont mivel ezek z-t6l fiiggetlenek, B nyilvan nem talalhatja ki z-et. Tehat ebben az
esetben B-nek nincs nyerd stratégidja. Belatjuk, hogy elegendGen nagy k esetén n megfelels, azaz

n>1,99% n=[2- A - 1.

El6szor belatjuk, hogy
k+1
(2 — M)A > 1 9981 — <—) >1/(2-\),



ami A > 1,99 miatt nyilvan igaz. Ekkor azonban (elég nagy k-ra)
n=[2-NAN] —1>©2- A\ —2> 199"
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

4. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan f: 7 — 7 fligguényt, amire tetszdleges a, b, ¢ egészekre, amelyekre a +b+c =0
teljesiil, fenndll az

F@)? + f(0)° + £(e)* = 2f(a) f(b) + 2 (b) f(c) + 2f (c) f(a)

egyenldség. (Z az egész szamok halmazdt jeloli.)
1. eset: A fiiggvénynek nincs mas nullhelye. Jeloljik f(1) értékét d-vel.
Az a=b=1, ¢ =2 valasztassal

2f(1)° + £(2)° = 2f (1) f(1) + 4f(2) f(1).

Ebbsl f(2) # 0 miatt f(2) = 4f(1) = 4d. Ugyanigy a = b = 2, ¢ = 4-b6l f(4) = 16d. Az a =3, b=2,¢c =1
valasztassal f(3)-ra egy masodfoku egyenletet kapunk:

(f(3) = d)(f(3) —9d) = 0.

Ha itt f(3) = d, akkor a = 4, b = 3, ¢ = 1-bdl ellentmondast kapunk, mert behelyettesitve az értékeket kapjuk,
hogy 256d* + d? + d* = 32d* + 2d* + 32d?, ami lehetetlen.

Tehat f(3) =9d, f(4) = 16d.

Innen teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy f(n) = n’d.

Tegyiik fel, hogy minden 0 < k < n-re teljesiil, hogy f(k) = k?d. Ebb6l a =n, b=n — 1, ¢ = 1 valasatassal

@)+ fln—1)% + F(1)* = 2f(n)(f(n — 1) + £(1)) + 2f(1) f(n — 1),
a=mn,b=n-—2, c=2-vel pedig:
F)? + f(n—2)" + £(2)* = 2f(n) (f(n — 2) + f(2)) + 2£(2)f(n — 2).

A két egyenletet kivonva egymasbol és behelyettesitve az ismert értékeket valoban azt kapjuk, hogy f(n) = n’d.
Ezzel az indukci6 teljes. Ha tehat nincs mas nullhely, akkor f(n) = nd.

2. eset: Ha van mas (pozitiv) nullhely, akkor valasszuk ki a legkisebbet, legyen ez a > 0, tehat f(a) = 0.

Minden z-re teljesiil — az a = a, b = x, ¢ = a + = valasztas miatt —

F@)* + fla+2)” =2f(2)f(a+ ),

ezért f(x) = f(a + ), tehat a fiiggvény periodikus a szerint. Igy nyilvanvaléan minden nullhely oszthaté a-val,
pontosabban: a nullhelyek éppen az a tobbszordsei.

Ezek utén vizsgaljuk a lehetséges értékeit. Ha a > 5, akkor az els§ eset bizonyitasat megismételhetjiik, mivel az
csak f(1), f(2), f(3), f(4) # O-ra alapult. Ezzel azt kapnank, hogy mas nullhely mar nem lehet, ami ellentmondas;
tehat a < 4.

Ha a = 4, akkor f(1) =d #0, f(2) = 4d és

Ha a = 3, akkor f(1) =d #0, f(2) =4d, de f(1) = f(-1) = f(3 — 1) = 4d, ami ellentmondas.

Ha a = 2, akkor f(1) =d #0, f(2) =0.

Ha a = 1, akkor f a konstans 0 fiiggvény.

Konnyen ellendrizhetd, hogy a ki nem zart fiiggvények (minden d # 0-val) valamennyien megoldasai a feladatnak.

5. Legyen az ABC hdromszéghen BC A< = 90°, és legyen D a C-bél indulé magassigvonal talppontja. Legyen X
a CD szakasz belsé pontja. Legyen K az AX szakasznak az a pontja, amire BK = BC. Hasonldéan, legyen L a BX
szakasznak az a pontja, amire AL = AC. Legyen M az AL és BK egyenesek metszéspontja.

Bizonyitsuk be, hogy MK = M L.

Odor Gergely megoldasa. Az Aés X, Bés X, valamint C és D pontok dltal meghatérozott egyeneseket nevezziik
rendre f-nek, e-nek és g-nek. Huzzuk meg a B kozépponti, BC sugart ky és az A kozéppontt, AC sugart ko koroket.
A g egyenes k; és ko hatvanyegyenese, mivel merGleges a korok AB centralisara és atmegy az egyik metszésponton,
C-n.
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Tudjuk, hogy a k; kornek az f egyenessel valo, A-hoz kizelebbi metszéspontja K. A masik metszéspontot nevezziik
@-nak. Hasonlban a ko kor és az e egyenes B-hez kozelebbi metszéspontja L, a mésikat pedig jelolje P.

1. dllitdis: XPKA ~ XQLA.

Bizonyitds: Mivel X a hatvanyegyenes egyik pontja,

XK-XQ=XL -XP.

Atalakitva S
XK XL
XP XQ
Az XPK és XQL haromszogek két oldaldnak ardnya és az oldalak altal bezart szog (csticsszogek miatt) megegyezik.
Tehat XPKA ~ XQLA.
Kovetkezmény: A K PQL négyszog hurnégyszog, mert

PLQ< = PKQ«.

A KPQL koriilirt korét jelolje ks, kdzéppontjat pedig O.
2. allitas: Az AL egyenes érinti ks-at.

Bizonyitds: AC L BC és BC a ki kor sugara, tehat A-nak a k; korre vonatkozé hatvinya = AC-. Mivel A rajta
van a QK egyenesen, rajta van ki és ks hatvanyegyenesén. Ebbdl kovetkezik, hogy a ks korre vonatkozé hatvanya is

AC® = AL".

Tehat az A-bol ks-hoz hiizott érintd szakaszok hossza AL. A ks koron legfeljebb két olyan pont lehet, amely A-tol AL
tavolsagra van. Mivel P és L ilyen és e korhoz A-bol két érint6 huzhato, mindkét pont érintési pont. (A kiviil esik a ks
kordn, mivel rajta van a hatvanyvonalon és kiviil van a k; koron, hiszen AB > BC).

Hasonléan lathato be a

3. dllitds: A BK egyenes érinti ks-at.

Mivel ML és MK a k3 korhoz htizott érinté szakaszok, egyenls hossztiak. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.

6. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan n pozitiv egész szdamot, amelyhez talalhatok olyan aq,asq,...,a, nemnegativ

egészek, amelyekre teljesiil
1 1 11 no_y

Azt fogjuk bizonyitani, hogy akkor és csak akkor léteznek megfelel§ aq,aq,...,a, nemnegativ egészek, ha n =
1,2 (mod 4).

A feltétel sziikséges voltanak igazolasdhoz hozzuk k6z0s nevezdre az

1 1 1
= —t—t...+




Osszeget: megfelel6 bg, by, . . ., b, egészekre

314 2.3024 4 g 30

1= 3

1
Elég észrevenni, hogy i és i - 3% paritasa azonos, igyaz14+24+...+n= % Osszeg paratlan. Ez valoban azt
vonja maga utan, hogy n = 1,2 (mod 4).

Legyen S az egész szamokbol 4ll6 végtelen sorozatok halmaza, és legyen azon értelmezett két fiiggvény:

fiS=R, filaaz,..) = Y 1,

)
g:S—=R, g:(ar,a2,...)— Z -
a;>0, iEN

Az s = (a1, aq9,...) € S sorozat jd, ha van olyan n pozitiv egész szam, amelyre a; > 0 < i <mnés f(s) = g(s) = 1.
Azt kell tehat bizonyitani, hogy minden n = 1,2 (mod 4) esetén létezik j6 sorozat.

Teljes indukciot alkalmazunk. Tegyiik fel, hogy egy n > 12 egészhez talalhaté egy jo s = (a1, as,...) sorozat.
Belatjuk, hogy ebbdl konstrualhaté egy jé sorozat n + 12-re a kovetkezs kétféle modositas segitségével:

1.haaz s = (a1,as,...) € S sorozatban a, > 0, de agx < 0, akkor f(s) = f(s') és g(s) = g(s'), ahol 8" = (by, ba, .. .),
a; = b;, ha i # k, 2k, by, = bog, = ap + 1.

2. ha az s = (ay,as,...) € S sorozatban aj > 0, de as,a,, < 0, és 3k = £ + m, akkor f(s) = f(s") és g(s) = g(s'),
ahol ' = (by,ba,...), a; =b;, hai#k,£,m, by <0, by = by, = ay, + 1.

Feltéve, hogy n-re létezik jo s sorozat, vagyis f(s) = g(s) = 1, a fenti kétféle modositéasokkal kapott s’ sorozatra
is f(s') = g(s’) = 1. Emiatt mér csak azt kell garantélni, hogy s’-ben az els6 n + 12-nél nem nagyobb indext tagok
nemnegativak, az Gsszes tobbi pedig negativ legyen.

Mivel feltettiik, hogy n > 12, az anp41,. .., an1+12 tagok kozil a paros indexiieket 1-es tipusi lépésekkel nemnega-
tivba tudjuk vinni. Ezutan a 6 db paratlan indexd tag parokba rendezhets tgy, hogy a parositott tagok indexeinek
Osszege oszthatoé 12-vel, hiszen az indexek 12-es maradéka 1, 3, 5, 7, 9, 11 valamilyen sorrendben. Ezeket a péro-
kat a 2-es tipusi lépést alkalmazva tudjuk nemnegativva tenni. Ha egy ilyen 1épés eredményeképpen az a, és az an,
tag véalt nemnegativva, akkor a (paros indexii) a¢yn tag negativva véltozik, amit egy l-es tipusu atalakitassal Gjra

3

nemnegativba tudunk vinni.

Végiil megadunk egy-egy megfelel6 (a1, as, ..., a,) sorozatot n kis értékei esetén:
n=1 0,...),
n=2 1,1,...),
n=5 (2,1,3,4,4,...),
n=26 (2,1,3,5,5,4,...),
n=9 (2,1,3,754886 -,
n=10 | (2.1.3.7.6.1.8.8.6.6.. .
n=13 | (1.L4.5.5.5.6.4.5.4.5.4,6 4.,
n=14 | (1,4,5,5,5,6,5,5,4,5,4,6,4,5,...),
n=17 | (2.1.5.6.6.5.7.6.7.6.6.5.6.7.7.6,6....),
n=18 (2,1,5,665768665677668 O,
n =21 (2,1,3,86798771071096977776 ),
n =22 (2138679877117109697777611 o)

Ezzel a teljes indukci6 elvének megfelelGen az allitas bizonyitott.



