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avagy
Feliiletek haromszogelése
A feladat

A szegedi székhelyd Alukonstrukt Kft. tobbek kozott fémbdl késziilt merevité rudakbol épit olyan feliileteket,
amelyeknek a lapjait haromszog alak liveglapok alkotjik. Az ilyen feliiletek megkonstrualasa komoly mérndki kihivés,
hiszen figyelembe kell venni a feliilet 6nsilyan kiviil a szélnyomast, a hoterhet, az esetleges foldmozgasok hatasat stb.
Kimeritd irodalma van a megszokottabb formaja kupolak és feliiletek kialakitasanak, mint példaul a hengerpalést és
a gombcikk, és sok olyan mérnoki szoftver is létezik, amelyet alapvet&en ilyen feliilletek megkonstrualédsahoz alkottak.

Manapsag mar szokatlanabb forméakkal is kisérleteznek az épiileteket megéalmodéd mivészek és tervezok (lasd a
hatso belsd boritot). Az ilyen feliilletek megépitéséhez megfelel geometria kialakitasa (haromszogelése) mar nehéz
probléma, nem is szolva az ezzel kapcsolatos tovabbi mérnoki feladatokrol.

2009 végén az Alukonstrukt Kft. egy matematikai és programozési probléméaval kereste meg a Szegedi Tudo-
manyegyetem Bolyai Intézetét (Matematikai Tanszékcsoportjat). A feladat egy megadott, nem (feltétleniil) szabalyos
feliilethez olyan haromszogeléseket keresni, amelyeket az erre a célra megirt tervezd szoftverekkel tovabb elemezve és
modositva megkonstrualhato legyen egy, a gyakorlatban is megépithets fém-iiveg épiilet. A kialakitand6 haromszoge-
léseknek meg kell felelniiik tobbek kozott a kovetkezo feltételeknek:

1. A feliilet belsejében a csiicspontok csak 5-6d vagy 6-odfokiak lehetnek. Mas fokszamok esetén nehezen lehetne
kialakitani az élek csatlakozé elemeit, illetve tul kicsi fokszam esetén a feliilet nem lenne elég strapabird, tal nagy
fokszam esetén pedig nagyon hegyes szogeket kapnank, amit nehezen lehet kialakitani tivegbdl.

2. Az élek hosszanak el6re adott abszolut minimalis és maximalis hossz kozé kell esnie, illetve meg van adva egy
elvart minimalis és maximalis hossz is. Az elvart élhossz altalaban 120 és 220 cm ko6zott szokott lenni, ez az élhossz
éppen megfelel ahhoz, hogy az ezek altal hatarolt iiveg haromszoglapok kezelhetGek legyenek.

3. A haromszogek szogei nagysaganak elére adott abszolit minimalis és maximalis érték kozé kell esnie, illetve
meg van adva egy elvart minimalis és maximalis nagysag is. Itt az abszolut hatarok 40° és 95° szoktak lenni: példaul
bejaratok sarkainal levs 90° szoget vagy nem osztjuk fel kettére, és 90°-os szoget kapunk, vagy felosztjuk, és akkor
45°-0sak lesznek a részei. Az elvart hatarok persze nyilvan a 60° és 72°, hiszen hatod- és 6todfoka csicsoknal ilyen
szogek jonnek els.

4. A feliileten gorbék vannak megadva (példaul a feliilet pereme, bejaratok oldalai és teteje, vagy a feliileten beliil
egy tamaszfal vonala), ezeket a generalt haromszogeléseknek kovetniiik kell.

5. A feliileten tovabba rogzitett csomoépontok is meg vannak adva (példaul bejaratok sarkai, alatamasztasi pontok,
mint példaul egy tartéoszlop teteje), ezeknek a csticspontoknak azért kell szerepelniiik a haromszogelésekben, mert az
egész épliletnek alapvetd, épitészeti szempontbdl fontos részei.

Természetesen ezek a feltételek még nem elegendGek ahhoz, hogy a feliilet a gyakorlatban is megépithets legyen,
de az ezen feltételeket nem teljesits feliiletek nem, vagy csak nehezen konstrualhatéak meg. A megirandd programnak
felhasznalobaratnak, konnyen hasznalhatonak és természetesen eredményesnek kell lennie:

1. A program képes legyen a mérnoki szoftverekben hasznalatos egyik forméatumbol (DXF = Drawing Interchange
Format) beolvasni és ugyanebbe a formatumba kiirni a feliilet, a rogzitett élek és csiucsok adatait, valamint (a tovabb-
feldolgozast megkonnyitendd) a feliilet normélvektorait a csicspontokban és az élek felezGpontjaiban.

2. A beimportalt és a generalt haromszogeléseket perspektivikusan, vonalas és arnyalt (takarasos) abréazolasban,
szort fényben és u.n. spotlampa (egy adott pontbol torténd) megvilagitasban is meg kell jeleniteni, az ellendrzés
kedvéért akar hamis szinekben is, ahonnan kittinnek a problémaés feliiletdarabok. Az dbrazolas nagyithatd, mozgathato
és forgathato, a perspektiva pedig valtoztathato kell legyen, hogy a feliiletet barmilyen sz6gbdl és szempontbol meg
tudjuk vizsgalni.

3. A héromszogeléshez hasznalt paraméterek beéllitasa utan a generalt haromszogelésekrsl a program készitsen
statisztikat: minimaélis és maximalis élhossz, az élhosszak atlaga és szérasa, minimaélis és maximalis szogmeéret, a szogek
atlaga (mindig 60°) és szorasa, a csucsok, élek és lapok szama, a fokszamok minimuma és maximuma a feliilet belsejében
és a feliilet hataran. Ez alapjan a hozzaérts felhasznalo ki tudja valasztani azt a néhany haromszogelést, amelyekkel
érdemes a tovabbiakban foglalkozni.

4. Az éppen vizsgalt haromszogelés legyen szerkeszthets: lehessen éleket, cstcsokat és lapokat tordlni, 0j éleket,
csucsokat és lapokat létrehozni, és a kialakult haromszogelést simitani (vagyis a csticsokat automatikusan ugy elmoz-
gatni a feliileten, hogy az jobban megfeleljen az élekre és szogekre tett feltételeknek). Ezzel a program automatikus,
de a felhasznal6 szemszogébdl nézve nem megfelel§ haromszogei javithatoak.

Az alapvetd algoritmus

Az irodalomban kevés az altalanos feliiletek haromszogelésére vonatkozo cikk. Ezek tobbsége is altalaban a fen-
tiek koziil csak kevés (altaldban egy) szempontra koncentral, és nem talalunk olyan eredményt, amelyik a csucsok
fokszamaival foglalkozna. Igy egy olyan algoritmust kellett kitalalni, amelyik ezen feltételek mindegyikének igyekszik
megfelelni. Vizsgaljuk meg a problémat ilyen szempontbél, és préobéljuk meg kidolgozni a megoldashoz sziikséges
alapvetd modszereket.



A feliilet a 3 dimenzi6s térben van. Nyilvanvaloéan 3 dimenzios koordinatageometriat kell hasznalni a csicspontok
helyzetének tarolasara. Két ilyen csics meghataroz egy élt, harom péaronként éllel 6sszekdtott csicspont pedig egy
haromszdoglapot.

A feliiletet haromszogelt formaban kapjuk meg. Ez azt jelenti, hogy az eredeti, ki tudja milyen moédon (példaul
fiiggvénygrafikonnal, transzformaciokkal stb.) megadott feliilet mar atesett egy olyan atalakitason (a haromszogelésen),
amelyik rontott rajta. Els6 kérdés, hogy ezek utan mi legyen az a feliilet, amit haromszogelniink kell. Nyilvanval6an
nem az a poliéder-darab, amit igy kapunk, hiszen az mar ,el van rontva”, ki kell simitani az abban a haromszogelés miatt
keletkezett sarkokat. Ezt a kovetkezs modszerrel tehetjiik meg: az 6sszes haromszoglapot felbontjuk 4 haromszogre az
oldalfelezs pontok Gsszekotésével, és az tjonnan keletkezett pontokat gy mozgatjuk, hogy az egymastol nem til tavol
es6 lapok altal bezart szogek ne térjenek el tulzottan egymastol. Ekdzben persze figyelniink kell ré, hogy a rogzitett
élek mentén keletkez§ csicsokat igy mozgassuk el, hogy a rogzitett él megmaradjon: ezt ugy érjik el, hogy ezeket
a csucsokat a rogzitett él sikjaban fogjuk mozgatni, mig a tobbit a feliiletre merélegesen. Ezt a finomitasnak nevezett
miveletet egymas utdn tobbszor is végrehajtva kaphatunk egy olyan elég finom héaromszdgelést, ami méar jol fogja
kozeliteni az eredeti feliiletet. Egy masik el6nye a finomitasnak, hogy a majdan keletkezé haromszogelés csicsai ezen
finomitas csucsai koziil fognak kikeriilni. Tehédt az, hogy a keletkez§ haromszogelés csiicsai a feliileten legyenek, ne
csusszanak le a feliiletrsl az egyes csticsok sokszori mozgatasaval sem, ezzel a triikkel konnyedén biztosithato.

Ezek utdn a probléma dgy meriil fel, hogy mely cstcsokat kell kivalasztani a finomitott feliiletb6l, és azokat
hogyan kell élekkel 6sszekotni, hogy megfelel6 haromszogelést kapjunk. Tobbféle médszer is lehetséges — legtobbjiik
azon alapul, hogy valamilyen modon egyenletesen osszuk el a feliileten a pontokat (példaul ugy, hogy a pontok kozotti
tavolsdgok minimuméat maximalizaljuk), és azutan az igy kialakulo pontokra illesztiink éleket és lapokat a feltételeknek
megfelelGen. Ezek a moédszerek nem sikeresek: nagyon nehezen, vagy éppenséggel egyéltalan nem betarthato, hogy
a feliilet belsejében a csticsok fokszama csak 5 és 6 legyen. Eppen ezért végiil a programba beépitett modszer az volt,
hogy a feliiletet haromszogenként épitjiik fel gy, hogy kézben mindig betartjuk a fokszam-feltételt. Ekézben vigyazunk
rd, hogy a rogzitett csticsokat felvegyiik a hdromszogelésbe. Emellett rogzitett éleken is csak akkor 1ép at az algoritmus,
ha mar nem tud mas modon 4j haromszoget 1étrehozni; ezzel biztositjuk, hogy a rogzitett élek is megmaradjanak. Az
jabb haromszogek felvétele utan a feliiletet simitjuk, mozgatjuk a cstcsait tgy, hogy azok jobban megfeleljenek az
élhosszakra és a szognagysagokra tett feltételeknek.

Matematikai modszerek és felhasznalt tételek

Ami a legmeglepSbb, hogy nem sziikséges magasabb matematika a feladat megoldasdhoz. Minden felhasznalt
matematikai médszer kézépiskolabdl ismert vagy elmondhatd az ottani ismeretekre épitve.

El6szor is felhasznaljuk az Euler-féle poliédertételt, miszerint ha egy poliédernek c cstcsa, [ lapja és e éle van, akkor
c+ 1 = e+ 2. Ebb6l levezethetd egy nagyon furcsdnak, és elsé latasra hihetetlennek ting

Allitas. Ha egy haromszogekbdl allo poliédernek csak 5-6d és 6-odfoku cstcsai vannak, akkor pontosan 12 db
5-6dfoku csticsa van.

Bizonyitas. Legyen az 5-6dfoku csticsok szdma cs, a 6-odfokuakeé cg, igy ¢ = ¢5+ cg. Szamoljuk Gssze kétféleképpen
az élek szamat. Ha Osszeadjuk a cstucsok fokszamait, akkor minden élt kétszer szamoltunk, hiszen egy élnek két vége
van, igy Hcs + 6cg = 2e. Méasrészt a lapoknak 3 éliikk van, a lapok szaménak haromszorosa megint az élek szdméanak
kétszeresével kell megegyezzen, hiszen egy élt ismét két laphoz szamolunk hozza: 31 = 2e. Ezekhez vegyiik még hozza
az Euler-féle poliédertételt, és a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

(1) 5cs + bcg = 2e,
(2) 3l = 2e,
(3) cs+cg+1l=e+2.

Az utolso egyenlGség 6-szorosabol vonjuk ki az elsé egyenlGséget és a masodik 2-szeresét, igy kapjuk, hogy c; = 12,
és ezzel belattuk az allitast. A probléma szempontjabol lényegtelen, de egy matematikus fejében persze felmeriil
a kérdés, hogy hany 6-odfoku csics lehet. Kideriil, hogy 1 db 6-odfoku cstics nem lehetséges, barmilyen mas darabszam
el6fordulhat.

Nézziink erre az allitasra egy példat. Az ikozaéder egy 20 haromszoglapot tartalmazé test, amelynek mind a 12
cstcsa H5-0dfoktu. Ha erre a poliéderre alkalmazzuk a fenti finomitds modszerét, akkor az Gjonnan keletkezd csiicsok
fokszédma mindig 6 lesz. A finomitas akdrmennyiszer alkalmazhat6, agyhogy 6-odfoku csicsbol akarmilyen sok lehet,
de 5-6dfokubol mindig pontosan 12 db lesz.

Ebbdl az allitasbol deriilt ki, hogy a feladatban megfogalmazott feltételek koziil a fokszamokra vonatkozo a leg-
erSsebb. Az eredeti probléméaban nem teljes poliéderfeliiletrsl van szo6, egy poliéderbdl kimarad egy vagy tobb (nem
feltétleniil haromszog alaki) lap, de ez az Euler-féle poliédertételen csak minimélis mértékben valtoztat (c+1+d = e+2,
ahol d a kimarado lapok széama) és ha tartani akarjuk az élek hosszéra vonatkozo feltételt, akkor az 5-6dfoka csu-
csokra is csak annyit jelent, hogy azok szama legfeljebb 12. A feltételeknek megfelelGen haromszogelhetd feliilet, amit
keresiink, egy lényegében konvex 3 dimenzios test feliiletének egy darabja kell legyen.

A megjelenités

A vektorok hossza és a skalaris szorzat segitségével ki tudjuk szamolni az élek hosszat és a haromszoglapok szogeit.
Igy a haromszogelés simitasakor a kovetkezd eljarast tudjuk kovetni:



e Szamoljuk ki egy adott csicspont esetén a csicspontbdl indulé élek hosszanak az elvarttol valo eltérésének az
atlagat.

e Ugyancsak szamoljuk ki a csticspontnal levs lapok szogeinek a 60°-tol valo eltérésének az atlagat.

e Az igy kapott szamok silyozott Gsszegét megprobaljuk csokkenteni azaltal, hogy a csicsot dtmozgatjuk a fino-
mitott feliileten ezzel a cstuccesal szomszédos mésik csicspontba.

e Amig ez megtehetd, addig folytatjuk ezt az eljarast; minden csicsra addig ismételjiik, amig tudunk csicspontot
mozgatni.

Ez az eljaras megkeresi a fenti stlyozott Osszegnek egy minimalis értékét az adott haromszogelésre, probalja csok-
kenteni az élhosszak és a szognagysagok eltéréseit: a feliilet haromszogelése ,szebb” lesz.

Ha egy lap két élének vektorat vektoridlisan Gsszeszorozzuk, és a kapott vektort norméljuk (elosztjuk a hosszaval),
akkor megkapjuk a lap normalvektorat. Egy él norméalvektorat agy kapjuk, hogy az élre illeszked§ lapok normalvektora-
inak Gsszegét normaljuk. A cstcspont norméalvektorat ugy kapjuk, hogy a csicspontban levs lapok normalvektorainak
Osszegét normaljuk. A normaélvektorokat ugy hatarozzuk meg, hogy a feliiletbdl kifelé mutassanak. Hogy egységes
legyen, milyen irdnyba mutatnak a normélvektorok, el§szor rogzitjiik egy haromszog normalvektorat, ez megmutatja,
hogy melyik irdnyban van a feliilet kiils6 része, és a csatlakozd haromszogek norméalvektorait ez alapjan mar be tudjuk
allitani.

Hogyan lehet egy spotlampa megvildgitasat kiszamolni egy feliiletre? Ha a spotlampa merdlegesen vilagit a felii-
letre, akkor vildgitja meg leginkdbb. Minél nagyobb a normalis és a spotlampét a haromszog silypontjaval 6sszekdts
vektor szoge, annal kevésbé vilagitja meg a spotlampa a haromszoget, és ha ez a sz6g 90°-nal nagyobb, akkor a spot-
lampa egyaltalan nem vilagitja meg a feliilet kiilsejét. Ezt a szoget skaléris szorzattal egyszerten ki tudjuk szamolni.
A programban meg van adva két szin: a szort fény (altalaban) viszonylag sotét szine és a teljes megvilagitas vilagosabb
szine. A sz0g (vagy tObb spotlampa esetén szogek) alapjan a két szin egy stlyozott atlagat szdmolja ki a program, és
ezzel a szinnel rajzolja ki a haromszog perspektiv képét.

A probléma matematikai szempontboél egyik nehezebb része: hogyan rajzoljuk ki a perspektivikus dbrat, és hogyan
oldjuk meg a lathatosagot (takarast)? Elgszor az utobbira vélaszolunk. A 3 dimenzios tér egy adott pontjabol nézziik
a feliiletet. A lapokat rakjuk sorrendbe a sulypontjuknak ettsl a ponttol vett tavolsidga szerint. ElGszor a legtavolab-
bi lapot kirajzolva és kozeledve a nézéponthoz a kozelebbi lapok teljesen természetesen eltakarjak a tavolabbiakat.
A lapokra illeszked$ éleket és csiucsokat a lapokkal egyiitt rajzoljuk ki, igy nem lehet gond azok takarasaval sem.
Ez az algoritmus a cikkben szerepld feliiletekre jo, de lehet olyan feliiletet konstrualni, amelyre nem megfelels, s6t,
olyan feliilet is van, ahol nem lehet a haromszdgek olyan sorrendjét felallitani, amilyen sorrendben azokat kirajzolva
a perspektivanak megfelelg abrat kapnank. Viszont a feladat megoldasa soran az algoritmus gyorsasaga is lényeges,
egy pontosabb algoritmusnak sokkal nagyobb lenne az id&igénye.

A néz6ponton (ahonnan nézziik: ¢) kiviil van egy ett6l kiilonb6z6 nézett pont is (ahova néziink: v), ez meghatéarozza
a nézési iranyt, legyen ez az 71, ami a v — ¢ vektor normaltja. Vigyazzunk ré, hogy a nézési irany a forgatas és mozgatés
kovetkezményeként se lehessen fiiggsleges. Igy ha az ember (szokasa szerint) vizszintesen tartja a fejét, akkor meg
tudjuk hatarozni, hogy merre van a jobbra irdny (j), ez a 3 dimenzios vektor teljesiti kovetkezd feltételeket: merdleges

a nézési iranyra, a z komponense 0, és egységvektor. Ez egy egyszertd linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti.
A nézési és jobbra iranybol pedig vektorialis szorzattal megkaphato a felfelé irany ( f ), tehat hogy mennyire billentjiik
a fejiinket el6re vagy hatra. Az egészet ugy kell elképzelni, hogy egy az 7i-ra merdleges sik van a nézéponttol 1 egységnyi
tavolsagra, amelynek vizszintes tengelye j, fliggbleges tengelye pedig f, és a vetiilet nem mas, mint a nézépontot
a vetitett ponttal 6sszekots egyenes és a sik metszéspontja a j és f vektorok linearis kombinécidjaként kifejezve (ld.

az 1. dbrdt).

<)

1 1. dbra

Tehéat, elészor is ellendrizziik, hogy a pontot latjuk-e, elSttiink van-e: (p — ¢) - @ > 0. Ha igen, akkor a pont
perspektivikus vetiilete
(p—=a)-5,(0—a)- )/ ((p—a)-70).
Ez a képlet a nézett pontot a (0,0) 2 dimenzios vektorba vetiti; persze ezt a képletet modositani kell agy, hogy ezt
a pontot egy lineéris transzforméacioval eltoljuk a képernyd kozepére és kinagyitjuk a képerny6 felbontésanak és persze
a felhasznalo utasitasainak megfelelGen.



A perspektivat a nézépont (q) nézett ponthoz valo kozelitése, illetve tavolitasa valtoztatja. A feliilet forgatasa nem
mas, mint a nézépont (q) valtoztatasa, a felillet mozgatésa pedig a nézett pont (v) valtoztatasaval oldhaté meg, de
persze mindketts ugy, hogy ¢ és v tavolsaga kozben ne valtozzon. Igy most mar meg tudunk jeleniteni haromszogekbol
allo feliileteket mindenféle szogbdl és perspektivaban.

A haromszogelés

Eljutottunk a feladat lényegéhez: hogyan haromszogeljiink egy (elég sok finomitas utan) stird haromszograccsal
megadott feliiletet a feltételeknek megfeleléen? Azt mar tudjuk, hogy a f6 lépés az tjabb haromszogek felvétele ugy,
hogy a fokszamokra tett kikotést kozben betartsuk, az élekre és szogekre tett megszoritasokat pedig simitasokkal
probaljuk kielégiteni. Kiindulunk tehat egy pontbol, és konstrualunk egy olyan haromszoget, amelynek ez az egyik
csticsa. Igy a feliilet egy darabjat mar lefedtiik haromszoggel. Ennek a haromszognek vannak ,kiilss” élei, tehat olyan
élek, amelyeken tul még folytatodik a feliilet. Egy ilyen kiils6 élre konstrualunk egy tjabb haromszoget, és ezt folytatjuk
mindaddig, amig végiil minden él mar az eredeti feliilet hataran lesz, és akkor kész a haromszogelés. De a & kérdés
megmarad: hogyan vesziink hozza djabb haromszogeket egy meglevé haromszogracshoz?

Tobb szempontot kell figyelembe venniink. Egy cstcs legalabb 5-6d, és legfeljebb 6-odfoku lehet. Ezért egy 6-odfokua
(tehat mar hat él végpontjaként szerepld) cstcshoz nem vehetiink hozza djabb éleket, a meglevs élek végpontjait
megfelel6 sorrendben (!) GsszekOtve ez a csicspont az Gj haromszogelés bels6 csiucspontja lesz, és a tovabbiakban
(a simitast kivéve) nem foglalkozunk vele (2. dbra).

/

2. dbra. A berajzolt élt be kell huzni, hogy a csticspont 6-odfokt maradjon

4 E
3. dabra. Az ABC és a BDFE haromszogek atfedGek

Minden mas esetben keresiink egy megfeleld kiilsé élt, és konstrualunk ra egy haromszoget a kovetkezsket figyelembe
véve. A haromszogeknek egyszeresen kell lefedniiik a feliiletet, tehat nem szabad, hogy kialakuljon példaul a 8. dbrdn
lathato atfedéses helyzet.

Ehhez az kell, hogy egy kiils6 élhez hozzaveendd aj cstcs (ami a kiilss éllel egyiitt alkotja majd az 4j haromszoget)
olyan kell legyen, amelyik a kiilsé él két végpontjanal nem az addig megkapott haromszogek altal ,lefedett” feliiletda-
rabra esik. Ez egy kicsit homélyos megfogalmazés, hiszen a feliilet a joval finomabb haromszogelés miatt gorbiil, és
igy altalaban nem esik egybe egyetlen, az Gj hdromszogelésben szereplé haromszog sikjaval sem, és mégis ezt valahogy
ellendrizni kellene. Erre a kovetkezd eljaras megfelels: a kiils6 él mindkét végpontjara végrehajtjuk az alabbi szamitast.
A csticspontban vesziink egy, a normalisra meréleges sikot, a feliilet érintGsikjat. Erre merdlegesen vetitjiik a végpontot
tartalmazo6 haromszogeket, illetve az Gjonnan felveendd cstucspontot. Ha az él végpontjat az 4j cstcsponttal dsszekotd
felegyenes vetiilete erre a sikra belemetsz barmelyik igy vetitett haromszdgbe, akkor az a csicspont nem lesz megfelels
(1d. az 5. dbrdt).



4. dbra. Helyes 1j csticspont 5. dbra. Helytelen 4j csicspont

A merdleges vetiiletek, illetve az egyenes és haromszogek metszetének kiszamolasara ismét csak a skalaris szorzatot
hasznalhatjuk.

A program ismertetése soran nem szoltunk a haromszogracs javitasarol (ez a megfelel6 adatstruktardk megfelelg
kezelésén mulik), a rogzitett élek és csicsok megtartasarol (a simitasnal az uj haromszogelés egyszerten rafesziil ezekre),
a finomitasnal az tjonnan felvett csicspontok mozgatésarol sth. Ezek programozéstechnikai problémék. Ugye nem volt
nehéz a feliiletek haromszogelésének elmélete?



