Megoldasvazlatok a 2012/7. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Melyik az a hdrom természetes szam, melyek eqy szdmtani sorozat eqymdast kovetd elemei, négyzetisszegiik 264,
valamint a szorzatuk egyenld 1792 és a kozépsd szdam hdnyadosdval? (10 pont)

Megoldas. A szamtani sorozat harom egymast kovets tagja: b — d, b, b+ d, ahol b a kdzépss elem és d a sorozat
differencidja. A feladat szovege szerint:

(b—d)? + b2+ (b+d)* = b> — 2bd + d? + b? + b? + 2bd + d* = 3b% + 24> = 264,
1792
(b—d)b(b+d) =b(b* —d*) =b> —bd* = 779.

Az igy kapott egyenletrendszer:
3b2 + 2d? = 264
b —p2d? =1792 [ -

3
Az elsé egyenletbél: d? = 132 — §b2, ezt behelyettesitve a masodikba:
432 3,9
b* —b <132— §b ) =1792.

Ebbél atalakitasokkal b?-re nézve a kovetkezs masodfoku egyenletet kapjuk:
5% — 264b% — 3584 = 0,

melynek egyik gycke negativ, ezért nem lehet négyzetszam, a masik gycke b* = 64, azaz b =8 (a b = —8 nem lehet,
hiszen b természetes szdm). Visszahelyettesitiink az els6 egyenletbe, igy kapjuk, hogy d = 6.
Tehat a harom természetes szam a 2, 8 és 14.

2. Mekkora annak az érintdtrapéznak a teriilete, amelynek eqyik szdra a 7 cm hosszi pdrhuzamos oldallal 120 fokos
szoget zdr be, valamint beirt kérének sugara 5 cm?
(13 pont)
Megoldas. Az dbrdan a feladatban szerepls trapéz méretaranyos rajzat latjuk, ahol AB =7, KE = KF = KG =
KH =5 és ABC = 120°. Hasznaljuk az dbra jeloléseit.
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A trapéz magassaga a beirt kor atmérGje, azaz AV = EG = BT = 10. A teriilet kiszamitasdhoz a DC hosszéara

3 3
van sziikség. TCB = 60°, ezért a TCB derékszogli haromszogben BT = %BC = £ -2.TC = /3-TC, innen

2
1
TC = —% ~ 5,77,

A DV szakasz hosszat az ADV derékszogi haromszogben kiszdmolhatjuk, ehhez sziikség van még egy szogre.
Tudjuk, hogy a K EB derékszogi haromszogben B-nél 60°-os szog van. Ezért

V3 V3

KE:TKB:7-2-EB:\/§-EB,
5
innen EB = 7§ ~ 2,89, vagyis AF = 7—2,89 = 4,11. Ezt felhasznélva az AEK derékszogi haromszogben tg FAK < =
i, innen FAK < = 50,58°.

4,11
DAV< =2- EAK< —90° = 2-50,58° — 90° = 11,16°,



aAZazZ

DV = AV -tg11,16° = 10 - tg 11,16° =~ 1,97.
A keresett DC =DV + VT +TC =1,97+ 7+ 5,77 = 14,74. A trapéz teriilete:

AB + DC 74 14,74
T:%-AV:%&O:NS,? (cm?).

3. Az abran egy egység oldali négyzet, annak beirt kore, oldalfelezd pontjai dltal meghatdrozott négyzet és annak is
a beirt kore ldthato.
a) Hdny szdzalékdt szineztik ekkor sziirkére a nagy négyzetnek?

b) Ismételjik meg ezt az eljdrdst végtelen sokszor. Hdny szdzalékdt szineztik igy szirkére a nagy négyzetnek?
(14 pont)
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Megoldas. a) A sziirke teriilet a nagy négyzet és a nagy kor, illetve a kis négyzet és a kis kor teriiletkiilonbségének
Osszege, vagyis:

2
1\ 1Y (V2 11 1
Tszi.irke = 12 - (5) T+ < 5) — (T) T=1—-7+ - — §7T ~ 0,322

4 2
Tehat a négyzet teriiletének kb. 32,2%-a sziirke.

b) Eszrevehetjiik, hogy az egyméasba irt négyzetek oldalai, illetve korok sugarai egy-egy mértani sorozatot alkotnak.
Ezért a sziirke teriilet:

T =1 1+1 1+1 : + —1+1+1+ 1+1+1+
sziirke = Tt gty Tt = 5t i Tst )™
A kérdéses teriilet meghatarozasahoz két mértani sort kell 6sszegezniink:

1 i

1
s - A =2 7~ 0429.
-1 1-1 2

Tszﬁrke =

Vagyis ebben az esetben a négyzet kb. 42,9%-a sziirke.
Megjegyzés: A feladat mértani sorozat nélkiil is megoldhato.

4. Adjuk meg azt a két eqymdst kovetd egész szamot, amelyek kizé esik a kovetkezd 0sszeg:
1 3 ) 999
lg(11-4/5 | +1 112-\/j 1 113-\/j c g (11P00 . f— ).
g( \/;>+g( 5>+g( 7))t te \ 1001
(14 pont)
Megoldas. Hasznéljuk a szorzat logaritmuséara vonatkozé azonossagot:

1 3 5 [ 999
lgll-i-lg\/;—i—lgllz—l—lg\/;+1g113+1g\/;+...+1g11500+1g T00T°

Csoportositsuk a tagokat:

1 3 [ 999
g1l +1g 112+ ... +1g11°% 1 \/j 1 \ﬁ gy = ).
(lg1l+1g11*+... +1g )+ lg s Hley [+ ey Tooy

Az els6 zarojeles kifejezést tovabb alakitjuk, a hatvany logaritmusara vonatkozé azonosséig felhasznéalasaval:

lg11 +1g11%2 4+ ... +1g11°° =1-1g11 +2-1g11+...+500-1g11 =

500 - (500 + 1
=(14+2+3+...4500) -1gl1l = % -1g11 =125 250 -1g 11.
Most a masodik zarojelben 1év6 6sszeget hozzuk egyszeribb alakra:



) \/ 13 99 _ \/ 1
—8V35 1001~ # V1001
1
A keresett 6sszeg: 125 250 -1g 11 4 1g 4/ To01 ~ 130 432,93.
A két egymast kovets egész szam: 130 432 és 130 433.
II. rész

5. A 2 cm sugard gomb alakd bonbonokat otosével négyzet alapi, gila alakd dobozokba csomagoljdk gy, hogy négy
keril alulra, eqy a tetejére. Minden alsé gomb érinti a felsét és két szomszédos alsdt, tovdbbd érinti a gila alaplapjdt
€s két szomszédos oldallapjdt. A felsé gomb mind a négy oldallapot érinti.

a) Milyen magas a doboz?

b) Mekkora a doboz felszine? (16 pont)

Megoldas. a) A feladat sz6vege szerint a gombok K4, Ko, K3, K4, K5 kozéppontjai az ABCD dobozhoz hasonlo,
olyan négyzet alapu kis gulat hataroznak meg, melynek minden éle 4 cm, a magassagegyenese pedig egybeesik a ,do-
boz” magasségegyenesével. (Ezek a gémbkozéppontok a doboz megfelel lapjaitol 2-2 centiméterre vannak.) A doboz
magassagat a gula harom részre osztja.

Van egy alsé rész, ez a = 2, mert ilyen tavol vannak az alsé6 gombok kozéppontjai az alaplaptél, azaz a kis gula

alaplapja a doboz aljatol.
A maésodik darab a kis gula magassaga, ezt a szakaszt a magassag, az egyik oldalél és az alaplap atlojanak fele
altal meghatarozott derékszogl haromszogben Pitagorasz-tétel segitségével szamoljuk ki:

2
2
b2_42—<§.4> =16—8=28, ebbsl b=+8~283.

K

K e



A harmadik, a fels6 szakasz meghatérozasahoz azt a derékszogi héromszoget hasznéaljuk, melynek csicsai: a két
gula csucsa, és a felsd gomb egyik oldallappal vett érintési pontja (azaz az EPKjy haromszog). Ennek a haromszog-

nek a keresett ¢ szakasz az atfogdja, 2 cm az egyik befogoja, vagyis sina = —. Ennek a szognek a szinusza a gula

c
két szemkozti oldallapjanak magassdga altal o meghatarozott sikmetszeten, a KsT'F' derékszogd haromszogben is

felirhato:
2 1 2

sina = @ ! = %, azaz ¢ = o 2v/3 ~ 3,46.
A doboz magassaga tehat: m = a+ b+ c =2+ 2,83 + 3,46 = 8,29 (cm).
b) A felszin kiszamolasahoz sziikségiink van a doboz éleinek hosszara.
E
/4 C

B

Ezt a magassag, az egyik oldalél és az alaplap atlojanak fele altal meghatarozott AT E derékszogi haromszogben
Pitagorasz-tétel segitségével szamoljuk ki:

ebbdl

r=V2-m2=/2-8292~11,72,
V3

Adoboz = Tatap + 4 Toldallap = 11,727 + 4 - - 11,722 ~ 375,27.

Vagyis a doboz felszine kb. 375,27 cm?.

6. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kivetkezd egyenleteket:
a) Vo ++v2x+1=+3x+13;
log, (2 +26) 6.
log(z+2) 7
¢) 2sin® x + sin? 2z = 2. (16 pont)

Megoldas. a) Mivel a négyzetgyokjelek alatti kifejezések nem lehetnek negativak, azért a kikotés: z > 0.
Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat:

z+2r4+1+2V2v2r +1=3x+ 13.
Atrendezve: \/z(2z 4+ 1) = 6. Ismét négyzetre emeliink:
r(2x+1) =36, 22>+ -36=0.

9
A masodfoku egyenlet gyokei 1 = 4 és xo = ——, amelyek koziil a masodik nem tesz eleget a kikotésnek.

Tehat a megoldas az x = 4, amit ellendriztiink is.
b) A kikdtés a logaritmusban szerepld kifejezésekre: 3 +26 > 0 és x+2>0. A nevezé pedig nem lehet nulla:
x # —1. Osszefoglalva: x > —2, de x # —1.

log, (z° +26) = 6 - log,
log, (z* + 26)

(z +2),
=6-1 2
log, 2 0g4(z +2),
log, (z° +26) = 3 log,(z + 2),
log, (23 +26) = log, (z +2)°,
23 426 = (¢ +2)°,
0 = 62% + 12z — 18,
0=2”+2z—3.



A két gyok: x1 =1 és 9 = —3. Az egyenlet kikotései miatt csak az © = 1 a megoldas.
c¢) Alakitsuk az egyenletet:

2sin? z 4 4sin® x - cos® x = 2,

2sin2x+4sin2x(1 — sin? :1:) =2,
2sin’ x + 4sin’z — 4sint 2z = 2,

0=4sin*z — 6sin®z + 2,

0= 2(Sin2 ;v)2 —3sin?z + 1.
1
A masodfoku egyenlet gyokei 1 és o ebbdl sin z-re 4 egyenlet adédik:

sinex =1, ekkor x1 = g + 2ly7, ahol I1 € Z;

sinex = —1, ekkor zo = —g + 2lam, ahol Iy € Z;
2 3
sinx = %, ekkor x3 = % + 2mm, ahol m € Z, Ty = IW + 2nm, ahol n € Z;

2 5m s

sinx = -5 ekkor x5 = T + 2pm, ahol p € Z, Te = T + 2qm, ahol g € Z.

k
Az egyenlet megoldasa Osszefoglalva: x = Zﬂ’ ahol k néggyel nem oszthatd egész szam.

7. Adott a koordindtarendszerben a ki: x> +1y*> =9 és a ky: (x — 17)2 +(y— 7)2 = 100 kér. Igazoljuk, hogy a két
kor vizszintes kozds kiilsd és a pozitiv meredekségi kozos belsd érintdjének metszéspontjabol derékszogben ldatszik a két
kor kozéppontja dltal meghatdrozott szakasz. (16 pont)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.
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Kiszamoljuk a két érint6 M metszéspontjat, majd megvizsgaljuk a K1 M Ko nagysagat. Az adatok alapjan a két
kor vizszintes kozos kiilsé érintGjének egyenlete: y = —3. A pozitiv meredekségii koz6s belsd e érinté parhuzamos és
3 egység tavolsagra van a Ko kozéppontl, 13 sugara korhoz a Ki-bél (az origobol) huzott f érintével.

A K K egyenes normalvektoranak meghatarozasahoz sziikségiink van a K pont koordinatéira. A Ky KoK derék-
szOgld haromszog két oldalanak ismeretében szamoljuk ki a harmadik oldal hosszat. Mivel K1 Ko = /172 + 72 = V/338,
KKy =10+ 3 =13, azért K1 K = /338 — 132 = 13.

A K pont koordinatait ugy szamoljuk ki, hogy az F' pontba mutat6 helyvektorhoz, azaz O—I?’(S,E); 3,5) vektorhoz
hozzdadjuk az F—Kl) vektor —90 fokos elforgatottjat, vagyis az F—I_() (—3,5;8,5) vektort. Igy tehat a keresett koordi-
natak: K(5;12). Az (5;12) a belss érint6 egyik iranyvektoranak a koordinataja, igy egy normalvektoranak (12; —5)
a koordinataja. Ez lesz a bels6 érinté normélvektora is.

A bels6 érint6 egyenletének felirasdhoz szamoljuk ki a belss érinté és a kézéppontokat 6sszekots egyenes P met-
széspontjanak koordinatait, mely a két kor hasonlésaganak kézéppontja, ezért a K Ko szakaszt 3 : 13 ardnyban osztja.
azaz P( Bl 13). A belsé érinté egyenlete:

51 21

122 — By =12 = 5.2 —
T =5y 30 13

3 3
Ezek alapjan a P pont koordinatai: (17- ﬁ; 7- ﬁ)’

39.



A két érint6 M metszéspontjat a kovetkezs egyenletrendszer megoldasa adja:

y=-3
120 -5y =39 |~
Vagyis: M (2; —3).
Végezetiil megmutatjuk, hogy K1 M - M Ky = 0. Az ismert koordinatak alapjan: K M (2; —3), M K5(15;10). Tehat

s
valoban K1 M - MKy =2-15—3-10 = 0. Ez azt jelenti, hogy a két érinté M metszéspontjabol valoban derékszogben
latszik a K1 Ko szakasz.

Megjegyzés. A B. 4468. feladatbol kovetkezik, hogy az itt megfogalmazott allitdis nem csak erre a konkrét esetre igaz,

vagyis: Két kor kozos kiilss és kozos belsd érintGjének metszéspontjabol mindig derékszogben latszik a két kor kdzéppontja altal
meghatarozott szakasz.

8. A szabd egy farsangi pillangdjelmezhez az abran ldathaté mintdt haszndlja, amit a boltban vdsdrolt téglalap alaki
anyagbdl vdg ki. A szabdsminta egy parabolaivbdl és egy korivbdl dll.

a) Az anyag hdny szdzaléka lesz hulladék?

b) Adjuk meg a parabola és a kér dsszes metszéspontjdt. (16 pont)

Y

Megoldas. a) Tegyiink a szabasmintara egy koordinatarendszert az dbrin lathatd6 modon. Ekkor a parabola az
f(z) = 2* hozzarendeléssel megadott fiiggvény képe lesz. A parabola alatti teriiletet (az = tengelyig) a kovetkezs
integrallal hatarozhatjuk meg:

; 317 28 (=3 35
/I2dI: — = T T =
3]_4 3 3 3
-3
Az x tengely alatti rész teriilete 5, igy az itt keletkezett hulladék:
35 50
— +5=— ~16,667.
3 + 3 ’
A jobb fels6 rész esetén egy Otszor 6t0s négyzetbdsl hidnyzik egy 6t sugart negyedkor. Vagyis ennek a hulladéknak
a teriilete:
25T
Ezek alapjan az osszes hulladék: 22,032. Az eredeti téglalap teriilete 50, vagyis az anyagnak kb. a 44,1%-a lesz hulladék.
b) A parabola egyenlete y = 22, A kor sugara 5 egység, kozéppontjanak koordinataja pedig (—3;4). A kor egyenlete:
(z + 3)°+(y — 4)® = 25. A metszéspontok meghatérozasahoz a két egyenletb6l 4ll6 egyenletrendszert kell megoldanunk.
A masodik egyenlet az z2 behelyettesitése utan igy irhato:

22 + 62 + 9+ 2t — 822 + 16 = 25,
zt —72% + 62 =0,
x(x3—7x+6) = 0.

Mivel az eredeti szabasmintan adott volt két metszéspont (az x = —3-nél és az x = 2-nél), azért konnyen felirhatjuk
a gyOktényezGs alakot: z(z + 3)(z — 2)(z — 1) = 0. Visszahelyettesitéssel az els6 koordinatdkhoz meghatéarozzuk
a metszéspontok masodik koordinatajat is. Négy metszéspontot kaptunk. Helyiiket az altalunk bevezetett koordinata-
rendszer segitségével adjuk meg: (—3;9), (0;0), (1;1), (2;4).

9. A 2012-es londoni olimpidn csapatunk 8 arany-, 4 eziist- és 5 bronzérmet szerzett. Nem volt olyan versenyszdm,
amiben két magyar érem sziiletett.

a) Hanyféleképpen sorolhatjuk fol azokat a versenyszimokat, amelyekben csapatunk érmet szerzett, ugy, hogy eldszor
az aranyérmesek, utdna az eziistérmesek, végil a bronzérmesek versenyszdmait nevezzik meg?

b) Hdanyféleképpen sorolhatjuk fel a fenti 17 versenyszdmot, ha az azonos szind érmet hozé szamok kozil mindig azt
soroljuk fel hamarabb, amelyik korabban ért véget?

¢) Mekkora a valdszinisége annak, hogy az érmes versenyszamaink kézil véletlenszerden hdrmat vilasztva az azokhoz
tartozo érmek kilonbozd szintek lesznek? (16 pont)



Megoldas. a) A 8 aranyérem, a 4 eziistérem és az 5 bronzérem permutacioinak szorzatat kell venniink: 8!-4!-5! =

116 121 600.
b) A feladat szerint harom, egyenként 8, 4 és 5 hosszi, meghatéarozott sorrendd sorozatot kell egymasba fésiilni. A 8

aranyérmeshez 9 helyre keriilhetnek az eziistérmesek, de akar tobben is egy helyre. Vagyis ismétléses kombinaciéval

12
kell szamolnunk, és igy ez ( 4 )—féleképpen lehetséges. Az igy kapott 12 hosszi sorozatban 13 helyre keriilhetnek

a bronzérmesek, ez 5 -féle lehetGség.

12
4

¢) A 17 érembdl harmat valasztunk, ezért az Gsszes eset szama 3

Osszesen tehat < ) . (157> = 3 063 060 felsorolas létezik.

A 8 aranyérembdl egyet, a 4 eziistérembdl egyet és az 5 bronzérembdl egyet 8 - 4 - 5-féleképpen lehet kivalasztani.
Vagyis a keresett valészintiség:

P k 4 4.
_ kedves esetek szama _ 8-4-5 0,235.

Osszes eset szama (137)
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