A 2011-2012. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulméanyi Verseny feladatai
I. kategoria: Szakkozépiskolak

Elsé (iskolai) fordulo

4

1. Oldja meg a valos szamok halmazan az (z — 3)* + (z — 5)* = 82 egyenletet!

2. Egy szamsorozatot a kovetkezd modon képeziink: legyen a1 = 1 és ax = 2, a sorozat tovabbi tagjai pedig tegyenek eleget
azZ Gn = An—1 - an+1 — 1 (n > 2) Osszefiiggésnek. Mennyi a sorozat els6 2011 tagjanak az dsszege?

3. Legyenek m és n pozitiv egész szamok. Igazolja, hogy

m m24+m-n+2n>

n m2+m-n+n?
akkor és csak akkor igaz, ha % < V2!
4. Egy R sugari korbe olyan trapézt irunk, amelynek oldalai R; R; R; 2R hossztsagi harok. Az R hosszisagi alaphoz tartozo

révidebb iv F felez6pontjabol parhuzamosokat hizunk a trapéz szaraival, ezek a kort masodszor a G, illetve a H pontokban
metszik. Bizonyitsa be, hogy a trapéz teriilete egyenl az FFGH haromszog teriiletével!

5. Legyenek az a, b, ¢, d szamok egymastol és 0-tol kiilonb6z6 szamjegyek. Adja meg a lehets legkevesebb szami osztoval
rendelkezd, tizes szamrendszerbeli,

N = abed + dabe + cdab + beda
alaku szamok koziil a legnagyobbat!

6. Tegyiink egy hagyomanyos 6ra minden szdmjegyére egy-egy korongot, tehat az 1-re egy darabot, a 2-re is egy darabot, és
igy tovabb, végiil a 12-re is egy darabot. Ezutan egy lépés a kovetkez6t jelenti: megfogunk két tetszbleges korongot, és az egyiket
az Oramutato jarasaval ellentétes iranyban, a masikat pedig az 6ramutatd jarasaval azonos irdnyban a szomszédjara attessziik.
Elérhetjiik-e véges sok ilyen lépéssel, hogy mind a 12 korong ugyanazon a szamjegyen legyen?

Masodik fordulé

1. Az x valos szamra teljesiil a 2 - sin2z = 2 - sin® & + cos 2z - sin |z| egyenlGség. Milyen értékeket vehet f6l cos z?

2. A3p-z+ 129 -y + 121 = 0 egyenletd egyenes érinti a 4y =z egyenletd parabolat, ahol p és g pozitiv primszamok.
Hatarozza meg az egyenes és a parabola érintési pontjanak koordinatait!

3. Adott az e egyenes, és adottak az e egyenesen az A; B; C' pontok ebben a sorrendben. Legyen a B ponton athalad6, a BA
és BC félegyenesektdl kiilonbo6z6 félegyenes tetszéleges pontja P. Az ABP és BC P haromszogek koré irhato korok kézéppontjat
jelolje rendre E és D. Hatarozza meg a DFE tavolsagot, ha adott az AC = d szakasz és a derékszognél kisebb PBC< = « szog!

4. Oldja meg a valds szamok halmazan a (\/3 + \/g):c + (\/3 — \/g)z = 34 egyenletet!

5. Az ABCD négyszog hturnégyszog. Az ABC haromszdg magassagpontja legyen Mi, az ABD haromszogé pedig Mo.
Bizonyitsa be, hogy M1 M- || CD!

Harmadik (dént8) fordulo

1. Hatarozza meg az Osszes olyan x egész szamot, amely eleget tesz a

lOg :0273z+2 (ZI) + 4) < 1
z+7

egyenlGtlenségnek!

2. Egy R sugart gombbe beirtunk egy olyan négyzetes galat, amelynek minden éle egyenls. A gilaba pedig egy, a lapjait
érint6 kisebb gombot irtunk. Mennyi a két gdmbfelszin aranyanak pontos értéke?

3. Legyenek a és b olyan raciondlis szamok, melyekre teljesiil, hogy a®b+ ab® + 2a”b* 4+ 2a 4 2b+ 1 = 0. Bizonyitsa be, hogy
ekkor a v/1 — ab kifejezés is racionalis szam!

II. kategoria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:

(22 —2-3)" + (22® —2 - 3)’(2e* + 2 - 6)* + (22 + 2 —6)" = 0.



2. Az ABC héromszog bels6 D pontjan athaladé AD, BD és CD egyenesek a szemkozti oldalakat rendre az E, F', G pon-
tokban metszik. A kovetkezs teriiletek mérgszamait ismerjik: Tapg = 40, Tepc = 30, Tepe = 35, Tecpr = 84.
Mekkora az ABC haromszog teriilete?

3. Egy szabalyos dobokockat egymas utan haromszor feldobunk. Mennyi a valészintisége, hogy a harom dobott szam szorzata
10-zel oszthato6?

4. Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kovetkezs egyenletet:

Va2 + 8x 7
— t Ve + T = ——.
ve+1 ve+1
5. Adott a sikon harom pont A, B és C, melyek nincsenek egy egyenesen. Felvesziink a pontok sikjaban egy e egyenest. Ha
a P pout az e egyenesen van, vizsgaljuk az

L = PA® — PB? + APC? kifejezés értékét, ahol \ # 0. Ugy szeretnénk A értékét megvalasztani, hogy L éppen akkor legyen
minimélis, amikor P az ABC haromszog silypontjanak az e egyenesre es6 merdleges vetiilete.
Az e egyenes tetszéleges helyzetében megvalaszthato-e a kivant médon A értéke?

Masodik fordulé

1. A pozitiv egész n szam osztoit nagysag szerint novekedve felirtuk, az els6 volt az 1. A sorrendben a hatodik lett a 35.
Keressiik meg azt a legkisebb n értéket, amire ezek teljesiilnek.

2. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
cos®(z —y) —sin®(z 4+ y) =1,
2
Ty = 271"

3. Az ABC haromszdgben BAC< = 94°, ACB< = 39°. Igazoljuk, hogy a haromszdg oldalaira fennall: BC* = AC® + AC -
AB.

4. Oldjuk meg a valés szamok korében: x+v/y — 1+ yvz — 1 = zy.
Harmadik (d6nt8) fordulo

1. Az ABCD szimmetrikus trapéz AB és CD oldalai parhuzamosak, AB < CD. Az AD és BC egyenesek metszéspontja
legyen P. A trapéz koré irt kor A és C' pontjahoz hiuzott érintGinek metszéspontja legyen Q. Igazoljuk, hogy a PQ egyenes
parhuzamos az AB egyenessel.

2. Legyen A = {1,2,3,4,5}, B ={1,2,3}. Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanya A és minden A-beli z esetén f(z) € A.

Hany olyan f(z) fiiggvény van, amelyre

{f(f@) |z € A} =B?

3. Legyen h(l) =1ésn=2,3,... esetén h(n) = Z -. Mutassuk meg, hogy
i=1
1 1 1 1

L=pm "o me "3 wee T wn e <

S| =

II1. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Adott harom, nem egy egyenesbe es¢ pont, A, B és C. Hol helyezkednek el a térben azok a P pontok, amelyekre
AB? + PC? = BC® + PA*> = CA® + PB*?

2. Lassuk be, hogy ha p primszam, akkor np osztoja (Z}p) — n-nek.

3. Mely k és n pozitiv egészekre teljesiil: ‘2k —3" =177

4. Az iskolaban a kisdidk Szisziiphosz szorgalméat piros, kék és z6ld pontokkal jutalmazzak. Harom Gsszegytijtott piros pont
bevalthat6 egy kék pontra, harom kék pont egy zdld pontra cserélhetd be, és végiil harom z6ld pontért ismét egy piros pont jar.
Szisziiphosznak az év végén mindharom szinbdl 2011-2011 pontja van. Ezeket addig cserélgeti, amig mindegyikbdl legfeljebb két
pontja marad. Hany piros, kék és z6ld pontja lehet Szisziiphosznak a cserék elvégzése utan?



5. Adott egy 2011 cstcsi konvex sokszog gy, hogy semelyik négy cstcs sem esik egy korre. A csticsokbol kivalaszthato
pontharmasokra megrajzoljuk a rajuk illeszkedd kort. Egy ilyen kor sovany, ha a sokszognek van olyan csicsa, amely kiviil van
a koron, ellenkez6 esetben a kor kovér. Sovany vagy kévér korbol van t6bb?

Masodik (dénts) fordulo

1. Legyen n > 3. Az n tagot szamlalo Hazugok Klubjaban mindenkit megkérdeziink, hany olyan tagja van a klubnak
(sajat magan kiviil), aki vele azonos évben sziiletett. A klubtagok mind hamis adatokat akarnak kozolni tigy, hogy valamilyen
sorrendben a 0,1,...,n — 1 valaszokat adjak meg. A tényleges sziiletési évszamokrol mi csak annyit tudunk, hogy nem mind
kiilénb6z6k, de nem is mind azonosak. Milyen n értékekre lehetiink biztosak abban, hogy a klubtagok el tudjak érni a céljukat?

2. Legyen B az AC szakasz bels6 pontja. Rajzoljuk meg a ki és a ko félkort az AB, illetve az AC szakaszra mint atmeérdre
ugyanabban a félsikban. A BC' szakaszra mint alapra allitsunk olyan BC'D egyenl$ szari haromszoget, amelynek a D csicsa
ko-re illeszkedik. Legyen K annak a kornek a kozéppontja, amely érinti ki-et, ko-t és a BD szakaszt. Igazoljuk, hogy KB
merdleges AC-re.

3. Legyen 2 = p1 < p2 < ... a pozitiv primszamok sorozata és
Fkyn) =" [n/pr/ps |-
j=1

Bizonyitsuk be, hogy barmely M > 0 egészhez pontosan egy olyan (k,n) pozitiv egész szampar létezik, amelyre f(k,n) = M.
(A képletben |z| az x szam als6 egészrészét, Y . pedig a megadott indexekre torténs Osszegzést jelenti, tehat pl. f(2,1) =
|1-4/3/2] + |1 1/3/3] =2 (az Gsszeg tobbi tagja 0).)



