A 2011-2012. évi Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny feladatai

KEZDOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kozépiskolai tanulok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Milyen aranyban osztjak az ABCDEF szabalyos hatszog AC és BF atloi egymast?
2. Az N pozitiv egész szam pozitiv osztoéinak a szorzata 3% Hatarozzuk meg az N szam utolsé szamjegyét!

3. Mely x és y pozitiv egész szdmokra igaz az alabbi egyenlgség?
xz—y2+2x—6y—25:0

4. Egy zar, amelyen harom nyomoégomb van, akkor nyilik ki, ha a harom kiilénb6z6 gombot egy meghatarozott sorrendben
kozvetleniil egyméas utan nyomjuk meg. Legkevesebb hany gombnyomaéasra van sziikség ahhoz, hogy biztosan kinyiljon a zar?
(A megfelel6 harom gombnyomast esetlegesen megel6z6 gombnyoméasok sorozatanak nincs hatasa a zéar szerkezetére.)

Masodik fordulé

1. Mekkorak annak a deltoidnak a szogei, amelynek van koriilirt kore, és az egyik atloja kétszer olyan hosszi, mint a méasik?

2. Hatarozza meg azt a legkisebb n pozitiv egész szamot, amelyre igaz, hogy n egymaéast kovets kétjegyld szam kozott mindig
van olyan, amelyik oszthaté a szdmjegyeinek Osszegével.

3. Az O kozépponti, AB = 2r atmeérdji féelkoron felvessziik egymas utan a C' és a D pontokat tgy, hogy az AC és
a CD hirok hossza egyarant a és a DB htr hossza z. Bizonyitsa be, hogy ha a és r mérészama racionalis szam, akkor z
mérdszama is raciondalis szam!

4. Egy 4 X 4-es tablazat minden mez§jében kezdetben a 0 szam all. Egy-egy lépésben a tabla valamely 2 x 2-es részletében
a szamok mindegyikét 1-gyel megnéveljiik. Megkaphatjuk-e ilyen lépésekkel az alabbi kitoltéseket?

a) b) c)
3171612 3171612 3171612
8 (14|10 5 8149 |5 8 (14|11 5
8111 9|7 819|107 8 11|10 7
314|154 31454 314|154
5. Tegyiik fel, hogy p és d pozitiv egész szamok, amelyekre a p, p+ d, p+ 2d, ..., p + 10d szamok mindegyike primszam.

Bizonyitsa be, hogy ekkor d értéke legalabb 210.

Harmadik (d6nt8) fordulo

1. Az ABCD téglalap BC oldala 2 egység hossztsagu. Jelolje a BC oldal felez6pontjat G, a C'D oldal C csticshoz kozelebbi
harmadol6 pontjat E. Mekkora az AB oldal, ha az EAG szog 30°7

2. Egy haromszog oldalai a szokasos jelolésekkel a, b és ¢, a velilkk szemkouzti szogek rendre «, S és . Mekkorak lehetnek

b b
a haromszog szogei, ha tudjuk, hogy a [ kétszerese az « szdgnek és az oldalak kozott fenndll az % + p + <= % + - + %

Osszefiiggés?

3. Pisti a kovetkezg jatékot jatssza. ElGszor felir a tablara egy pozitiv egész szamot. Ezutan minden 1épésben letorli a tablan
levs szamot, s helyette, ha paros volt, akkor a szam felét, ha paratlan volt, akkor a néla 7-tel nagyobb szamot irja fel. Jeloljik
A-val, B-vel, illetve C-vel azon pozitiv egész szamok halmazat, melyekbdl kiindulva Pisti megkaphatja az 1, 3, illetve 7 szamokat
(a jatékot utana is folytatja, miutan ezek valamelyikét megkapta).

a) Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szam az A, B, C halmazok koziil pontosan az egyiknek eleme.

b) Hany 1000 000-nal kisebb eleme van A-nak, B-nek, illetve C-nek?

I1. kategéria: T6bb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervii) kézépiskolai
tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

Megegyezik az 1. kategoria elsé fordulds feladatsoraval.



Masodik fordul6é

Megegyezik az I. kategoria mésodik fordulos feladatsoraval.
Harmadik (d6nt8) fordulo

1. Egy konferencian magyar, angol, francia, német, olasz és spanyol tudésok vettek részt. Valaki észrevette, hogy mindenkinek
pontosan hat ismerdse van jelen, mind a hat nemzetbdl pontosan egy. (Az ismeretségek kolcsondsek, és senki nem szamit a sajat
maga ismergsének.)

a) Bizonyitsuk be, hogy a résztvevk szama oszthaté 12-vel!

b) Bizonyitsuk be, hogy ha n 12-vel oszthatoé pozitiv egész szam, akkor valoban létezhet ilyen konferencia pontosan n
résztvevivel!

2. Egy haromszog egyik csicsdbol a masik két csticshoz tartozé két belss és két kiils§ szogfelezére merdlegeseket allitunk.
Ezek a szogfelez6ket a D, E, F' és G pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy ez a négy pont egy egyenesre illeszkedik!

3. Tudjuk, hogy a + é = p, ahol p primszam. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

111
A=d'+ad’+d+ 5+ 5+
a a a

egész szam! Mennyi a p értéke, ha A-nak négy pozitiv osztdja van?

III. kategodria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

Megegyezik az 1. kategoéria masodik fordulds feladatsoraval.
Masodik (d6ntds) fordulo

1. Adott egy k kor és rajta kiviil egy P pont. A P-bdl a k-hoz huzott érint6k érintési pontjai @@ és R. Q-bol hazzunk a
P R-rel parhuzamost, és metssze ez a k kort A-ban! Metssze tovabba az AP szakasz a k kort B-ben és QB az RP-t C-ben!
Igaz-e, hogy RC' = C'P?

2. Legyen f a raciondlis szdmok halmazan értelmezett, valos értékd fiiggvény. Tudjuk, hogy tetszéleges x, y racionéalis
szamokra teljesiil az

fl@+y)=f@)+ f(y) +y

egyenlgség. Adjuk meg az Osszes ilyen tulajdonsagi f figgvényt!

3. Rogzitett k > 2 egész szam esetén azt mondjuk, hogy az n pozitiv egész szam k-felbomld, ha létezik olyan p primszam és
a nem negativ egész szam, hogy:

n=p+ a”.

Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan n pozitiv egész szam létezik, mely egyetlen 2 < k < 2012 egész szamra sem k-felbomlo!

HALADOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanuloé kozépiskolai tanulok

Elsé (iskolai) fordulo
1. Az dbrdn lathato ABC derékszogl haromszog AC oldala 6 cm, BC oldala 8 cm hosszt. Az SP szakasz parhuzamos
BC-vel és fele olyan hosszii.

Mekkora az ABS haromszog teriilete? Bizonyitsuk be, hogy az ABS haromszog teriilete nem fiigg a P pont megvalasztasatol!

A




2. Az ABCD négyzet BC oldalaval parhuzamos e egyenes az AB oldalt az F, a CD oldalt pedig a G pontban metszi. Az

AE
AEGD és az EBCG négyszog keriiletének aranya A. Ha Vo i akkor mekkora a (2 — \) - (2 4+ p) szorzat értéke?

3. Az f(x) = az® 4 bz + ¢ masodfoku fiiggvénynek (z € R) egy zérushelye van. Az f(x) fiiggvény mininumhelye z = c.
Mekkora lehet az ac szorzat értéke?
4. Bizonyitsuk be, hogy 13" +3-5" "' 4+ 8 minden pozitiv egész n esetén oszthaté 24-gyel!

5. A Bergengoc kiralyi palota egyik folyosojat djra kell kovezni. A folyosé 20 dm széles és 99 dm hosszi. A feldjitas idején
kéttéle jarokovet lehet beszerezni: a kisebbik 4 dm x 4 dm-es és 100 garas az ara, a nagyobbik 5 dm x 5 dm-es és 130 garasba kertiil.
Mindkett6 megvéasarolhaté darabonként is. Legkevesebb hany garasbol tudja a kincstarnok megoldani a folyoso kikdvezését, ha
a koveket nem szabad elvagni?

Masodik fordulé

1. Bizonyitsuk be, hogy egy adott négyzet 2012 darab kisebb méretd négyzetre bonthaté gy, hogy a kisebb méretd négyzetek
oldalai parhuzamosak legyenek az eredeti négyzet oldalaival.

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy szamjegyeinek Osszege és szorzata is egyarant 247
3. Egy egyenl@szari haromszog magassagpontja M, sulypontja S. Az S pont rajta van a haromszog beirt kérén. Mekkora
az M S szakasz és a haromszog alaphoz tartoz6 magassaganak aranya?

4. Az2"+z+1)"+@+2)"+(@+3)"+(x+4)" + (x+5)" + (x +6)" Osszeg oszthatd 7-tel, ahol = egész szam és n
pozitiv egész szam. Oldjuk meg az n < 2012 egyenlGtlenséget!

Harmadik (d6nt8) fordulo

1. Bizonyitsa be, hogy ha az ABCD paralelogramma hosszabbik atloja AC, C mersleges vetiilete AB-n E, AD-n F', akkor
AB-AE + AD - AF = AC*.

Igaz-e az allitas az AC' < BD esetben?

2. Eszter naponta legalabb egyszer bejelentkezik a Facebook-ra; de hogy ne vigye tilzasba, egy héten 12-nél t6bbszor sosem
jelentkezik be. Mutassuk meg, hogy ki lehet valasztani néhany olyan egymas utan kovetkez6 napot, amelyek soran Osszesen
pontosan 20-szor jelentkezik be.

3. Két pozitiv szam szorzata megegyezik az Osszegiikkel. Mindkét szam olyan véges tizedestort, amely a tizedesvessz6 utan
két szamjegyet tartalmaz Ggy, hogy az utols6é szamjegy 0-t6l kiilonbo6zs. Melyik ez a két szam?

IT. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervi) kézépiskolai
tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

1. A minden valés szamra értelmezett f(z) = =(z —2)? és g(x) = ma fiiggvény grafikonja érinti egymast, ahol m valos

N =

paraméter. Hol lehet az érintési pont?

2. A Bergengoc kiralyi palota egyik folyosojat djra kell kovezni. A folyosd 20 dm széles és 99 dm hosszia. A feldjitas idején
kéttéle jarokovet lehet beszerezni: a kisebbik 4 dm x 4 dm-es és 100 garas az ara, a nagyobbik 5 dm x 5 dm-es és 130 garasba keriil.
Mindkett6 megvéasarolhaté darabonként is. Legkevesebb hany garasbol tudja a kincstarnok megoldani a folyoso kikovezését, ha
a koveket nem szabad elvagni?

3. Egy trapéz atloi merdlegesek egymasra, az egyiknek a hossza b egység, a trapéz magassaga 4 egység. Mekkora a teriilete?

4. Adottak az n = abcabc és m = d00d alaki hatjegy, illetve négyjegytd természetes szamok, ahol a, b, ¢ és d nem feltétleniil
kiilonb6z6 szamjegyeket jelol.

a) Mutassa ki, hogy v/n nem természetes szam!

b) Hatéarozza meg azokat az (n,m) szamparokat, ahol n = abcabc és m = d00d alakii termeészetes szamok, tovabba igaz,

hogy vn+m € N!

5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy hatszog szemben fekvS oldalai parhuzamosak és a szemben fekvs csticsokat 6sszek6t6 harom
atlo egyenld egymassal, akkor a hatszog csicsai egy koron fekszenek, vagyis a hatszog koré kor rajzolhato.

Masodik fordulé

1. Mely z és y természetes szamokra igaz, hogy v/z + 1/y = V10007
2. Legyen A = 177...76 és B = 355...52 2k + 3, illetve k + 2 jegy(l természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy VA — B is
SN—— N——

2k+1 db k db
termeészetes szam, és hatarozzuk meg vV A — B jegyeinek szamat!



AB
3. Az ABC haromszogben AC' = 2AB. Az AB és AC oldalon vegyiik fel az M, illetve N pontokat gy, hogy az - = AM =

CN = % Osszefiiggeés teljesiiljon. Jelolje P az M N és QQ a BC' szakaszok felez6pontjat, AD pedig a BAC' szbg szogflelezdjét,
ahol D illeszkedik BC-re. Igazoljuk, hogy PQ : AD =3 : 8!

4. Egy 90 cm keriiletd haromszog oldalai cm-ben mérve egész szam hossziak. Mekkorak az oldalak, ha a haromszog egyik
szoge egy masik szogének kétszerese?

Harmadik (dént8) fordulo

1. Keressiik meg az 0sszes olyan kilencjegyd pozitiv egész szamot, melyben minden szamjegy 1-t8l 9-ig csak egyszer szerepel,
és az els6, ¢ darab szamjegybol képzett ¢ jegyd szam oszthato i-vel (1 =1,...,9)!

2. Az ABC haromszogben o = 2 = 4. A bels6 szogfelezSk az a, b és c oldalt rendre a D, E és F' pontokban metszik.
Bizonyitsuk be, hogy DE = DF'!

3. Hany olyan pozitiv egész szamokbdl allé (z;y) szampar van, amely kielégiti az

a) 22 — 1 = 2012201

b) 22 +y? = 2012201

egyenletet?

III. kategoria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

2v/n+1
vn+1—+/n

2. Kiszamoltuk, hogy héany olyan n-jegyd (n > 1) szam van, ahol barmely két szomszédos jegy Osszege oszthaté 3-mal. A
kapott eredmény végzédhet-e 2012-re?

1. Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor S = egész része nem lehet négyzetszam!

3. Az ABC egyenl@szart haromszog k koréirt korét belilrsl, a haromszég AC és BC szarait pedig rendre a P és (Q pontokban
érinti a kp kor.

Bizonyitsuk be, hogy PQ felez6pontja az ABC haromszog beirt korének kézéppontja!

4. Az z, y, z, u valos szamokra teljesiil, hogy

41:\/4—9102—3y\/3—y2+2z\/2—z2—u\/1—u2:15.

2.2 _p
Mekkora az xy”z“u szorzat értéke?

5. Felvesziink 30 kiilonb6z6 pontot a sikon 1gy, hogy ne legyen harom egy egyenesen. Minden pontot minden ponttal
Osszekotiink, és az éleket pirossal vagy kékkel szinezziik. Minden pontbol pontosan 12 kék szind él indul ki, a t6bbi pedig piros.
Vizsgaljuk az igy kialakult haromszogeket! Ha egy haromszog minden oldala ugyanolyan szind, akkor a belsejét is kiszinezziik.

Osszesen hany haromszoget szineziink be?

Masodik (dénts) fordulo

1. Igazoljuk az alabbi egyenlGtlenséget!

804?/1! 221....-4023!- (112! ... - 20121)* < 2012!

2. Van 2012 darab (nem feltétleniil kiilonb6z6) pozitiv szamunk: a1, as, . . ., a2012, melyek dsszege 25. A k természetes szamot
felezdnek nevezziik, ha az a; szamok koziil kivalaszthatoé k, amelyek Gsszege éppen S. Legfeljebb hany kiilénb6z6 k természetes
szam lehet felezd?

3. Egy ABCD trapéz CD alapjan adott egy P bels6 pont (lasd dbra/).

Hogyan valasszuk meg a masik AB alap @ bels6 pontjat, ha azt szeretnénk, hogy a PRQS négyszog teriilete a lehetd
legnagyobb legyen?

(R az AP és a DQ szakaszok metszéspontja, mig S a BP és a C'Q szakaszok metszéspontja).




