Poélya-féle urnamodell 1.

1. Bevezetés

Hogyan magyarazhatok azok a jelenségek, mikor t6bb, egymaéassal versengd, hasonld esélyekkel indulé alternativa
koziil valamelyik egy rovid id6n beliil atveszi a vezetést, és ha az elényt megkaparintotta, onnantoél kezdve a tobbinek
mér nincs esélye 6t behozni? Miért hasznalja a vilag elstpr6 tobbsége az egyébként kevésbé hatékonynak tartott
QWERTY billentytizetet? A sok, alapvetGen hasonlo szolgéltatast nyujto kozosségi halozat 1étezése ellenére miért valt
elsopré népszertiséglivé a Facebook?

A valoszintségszamitas egyik alapvetd gondolatkisérlete Polya Gyiorgy (1887-1985) nevéhez fizddik, és épp ezt
a jelenségkort modellezi. Egy id6ben véletleniil névekeds rendszerben a kezdeti idszakban megvaldsulo véletlen lépések
olykor sokkal meghatarozobba valnak a tavoli jovébeli véletlen kimenetel szempontjabol, mint a késébbi lépések.
A Poélya-féle urna folyamat utan, a cikk masodik felében egyéb kapcsolodé modelleket is vazolunk, melyek mind erre
a szalra fiizhetk fel. Ezeket a kombinatorikus megkozelitéssel jol megérthet modelleket részletesen targyalja [2] és [3].
Magyar nyelven is elérhetd, klasszikus leirasért lasd [1]-et.

A szohasznélatrol megjegyezziik, hogy bar az ,urna” kifejezés mai fiillel kissé bizarrul hangozhat, a matematikus
tarsadalom mégis ezt a szot hasznalja torténelmi okokb()ﬂ], amikor dobozokban elhelyezett szines golydk véletlen
kihazéasairol beszél. A magyar nyelvii matematikai irodalom is megérzi ezt a szohasznalatot, és ennek megfelelGen mi
is igy tesziink.

A megértéshez a kombinatorikus valoszintiség valamint a hatarérték fogalmanak ismerete sziikséges. Az egyéb
felmeriils fogalmakat a szemléletességet szem elGtt tartva igyekszem bemutatni.

2. A Pdlya-féle urnamodell alapesete
2.1. A modell

Egy dobozban kezdetben két golyo van, egy piros és egy zold. A dobozban 1év6 piros golyok aranyat jeloljiikk Rp-lal,
jelen esetben tehat Ry = 1/2.

Az els6 lépés abbol all, hogy véletlenszertien (minden golyonak azonos esélyt adva, azaz egyenletes eloszldssal)
kihtazzuk az egyik golyot a dobozbdl és megnézziik a szinét, majd visszatessziik. Ezen kiviil tesziink a dobozba még
egy 1j golyot is, mégpedig olyan szintit, mint amilyet az imént haztunk. A dobozban tehat most harom golyé van: ha
pirosat huztunk, akkor egy z6ld és két piros, ha pedig zoldet huztunk, akkor egy piros és két zold. A dobozban 1évs
piros golyok aranyéat jeloljiik R;-gyel, ami tehat lehet 2/3 (pirosat huztunk) vagy 1/3 (z6ldet huztunk).

Johet a masodik lépés: a most bent lévé harom golyd koziil htizunk véletleniil, egyenletes eloszlassal, megnézziik
a szinét, visszatessziik a dobozba egy 1j, ugyanolyan szinii golyédval egyiitt. A most ott 1évé piros golyok ardnya, Ro,
tehat lehet 3/4, 1/2 vagy 1/4, attol fiiggben, hogy mennyi volt R;, és hogy milyen szind golyot haztunk most (lasd
1. dbra).
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1. abra. Polya-féle urnamodell,

alapeset,

IMar Jacob Bernoulli 1713-as Ars Conjectandi c. munkajaban is a latin wrna szo jelenik meg, 6 ebben az agyag edényben helyez el
gondolatban szines kavicsokat, ezek koziil huz ki gondolatban egy par darabot, és az igy az urndban marad6 véletlen kavicshalmazban
vizsgalja a kiilonb6z6 szinek aranyanak eloszlasat.



Ugyanigy haladva tovabb, ezt az elemi lépést ismételjik meg egymés utdn sokszor. Hogyha a dobozban n 1épés
utan p, darab piros és z, darab zold goly6 talalhato, azaz a piros golydk aranya
__DPn
Dn + 2n ,

mn

akkor a kovetkez6 allapotot ugy kapjuk, hogy huzunk véletlenszerten a dobozbol egy golyot (R, valoszintséggel pirosat,
1 — R,, valoszintséggel zoldet), és a visszatételével egyidében tesziink még egy ugyanilyen szint golyot a dobozba. Az
R, 11 érték ennek megfelelgen kétféle lehet,

n+ 1

a) ha pirosat hazunk, akkor R, 1 = L, ennek valdszintisége R,,,
Pn+2n +1

b) ha zoldet huzunk, akkor Ri; = — 2% ennek valoszintsége 1 — R,
Dn+2n+1

Ez a Polya-féle urnamodell legegyszertibb esete.

2.2. A véletlen allapot rogzitett szamu lépés megtétele utan

Milyen szabalyszertiséget fedezhetiink fel, rogzitett n mellett, az R,, szam véletlen értékével kapcesolatban? Kénnyen
lathato, hogy R, lehetséges értékei a (0,1) intervallumban a k/(n + 2) alaka tortek, ahol 1 < k < (n+ 1), azaz ahogy
n egyre nagyobb, az R, értékkészlete kezdi egyenletesen strtin kitolteni a teljes (0, 1) intervallumot. De milyen eséllyel
lesz R, értéke éppen k/(n + 2), valamilyen adott k-ra?

Vilagos, hogy R,,, a piros golyok ardnya az n-edik lépés utan épp annak az aktuélis (feltételes) valoszintségét adja
meg, hogy a kovetkezs, (n+ 1)-edik lépésnél piros szind golyot huzunk, feltéve, hogy mar eljutottunk az n-edik lépésig.

Az els6 par lépésben a megvaldsuldsok valoszintiségeit konnyen kiszamolhatjuk, példaul az 1. dbrdt kovetve. Ry
értéke kétféle lehet,

a) Ry = 2/3, ha pirosat huzunk elsére, ennek esélye 1/2, vagy
b) Ry = 1/3, ha z6ldet huzunk, ennek esélye ugyanagy 1/2.

Ry értékének kiszamolasakor ezt mar figyelembe vessziik. Az 1. dbrdrdl leolvashatok a kovetkezs esetek valoszint-
ségei:
a) az Re = 3/4 érték ugy érhets el, ha Ry = 2/3, és Gjra pirosat huzunk, ez az eseménysorozat 1/2-2/3 = 1/3
eséllyel torténik.
b) Az Re = 1/2 érték kétféleképp érhetd el:
i) vagy Ry = 2/3 és most zoldet htizunk, aminek az esélye 1/2-1/3 =1/6,
i1) vagy pedig Ry = 1/3 és most pirosat hizunk, ennek esélye szintén
1/2-1/3=1/6.
Osszességében tehat az Ry = 1/2 értéket is 1/6 4+ 1/6 = 1/3 eséllyel érjiik el.

b) Végiil az Ry = 1/4 érték csak ugy lehetséges, ha Ry = 1/3 és ujra zoldet huzunk, ennek esélye ismét 1/2-2/3 =
1/3.

Azaz R; és Ry esetében is teljesiil az, hogy az Osszes lehetséges érték kozott egyenletesen oszlik el a valoszintiség,
mas szoval a valtozo az értékkészletén egyenletes eloszlast. Véletlen-e, hogy n =1 és n = 2 esetében ez igy van?

2.1. feladat. A merész olvasdnak javasoljuk, ugorja dt a felvezetésként megadott a) és b) részfeladatokat, kezdje
régton az utolsd, c) jeld feladattal.

a) Mi a valdszinisége annak, hogy az urndbdl kihiizott golydsorozat elsd k eleme mind piros, az azutdnil =n — k
eleme pedig mind z6ld?

b) Rogzitsink egy A C {1,2,...,n}, |A| = k elemszami részhalmazt. Mi a valdszinidsége annak, hogy az urndbdl
kihiizott golydsorozat elsé n eleme kézil pontosan az A-beli sorszami golyck pirosak?

¢) Mi a valdszindsége annak, hogy az urndbdl kihizott golydsorozat elsé n eleme kézil pontosan k darab piros?
A 2.1. feladatban felfedezett tulajdonsagot ,felcserélhetGségnek” nevezik. Azt jelenti, hogy egy adott sorozat meg-

valosulasanak valoszintisége invaridns a permutaciora nézve: a valosziniiség csak a sorozatban szerepls aranyoktol fiigg,
a sorrendtSl nem. A felcserélhetGségnek a Polya-féle urnamodell az egyik tankodnyvi alappéldéja.



2.2. feladat. Bizonyitsuk be tetszdleges n € N-re, hogy R, azonos valdsziniséggel veszi fel az dsszes lehetséges
értékét! (Az értékkészlet természetesen n-tdl figy.)

2.3. Szamitogépes kisérlet

Vegylink egy rogzitett n értéket (n = 10), és inditsuk el ugyanannak a Polya-urna kisérletnek sok (N = 1000) fiig-
getlen példanyat, mindig egy piros és egy zold golyoval kezdve, és futtassuk n 1épésig. Ezekben a fiiggetlen kisérletekben
mindig jegyezziik fel, mi jott ki R,, = Ryo értékére, és rajzoljuk fel a gyakorisagi abrat, mas néven hisztogramot, ebbdl

az N = 1000 kisérletbsl. Az altalunk irt program segitségével elGallitott példa-hisztogramot lasd a 2. dbra tetején.
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alapesetének hisztogramja, illetve normalt hisztogramjai 10 1épés utan, kiillonbozé kisérletszamok mellett

Tegyiik fel, hogy az n = 10 valasztast rogzitjiik, de N értékét, azaz a kisérletek szamat valtoztatni akarjuk, és az
eredményiil kapott hisztogramokat Gssze akarjuk vetni egymassal. Hogyha a kiilonb6z6 N-ekre elgallitott hisztogra-
mokat agy normaljuk, hogy az oszlopok altal lefedett tartomény teriilete mindig azonos legyen, akkor az Osszevetés
kényelmes lesz, mert a lépték minden abrankon azonos, lasd a 2. dbra alsé sorozatat. Rogzitett n mellett N novelésével
az abra egyre inkdbb hasonlit a feladatban bizonyitott elméleti eloszlashoz tartozo, egyenletes hisztogramhoz. Azt,
hogy a hisztogramok N noévelésével valoban az elméletihez tartanak, a statisztika alaptétele mondja ki.



2.3. feladat. Irjuk meg a Polya-féle urnamodell alapesetének algoritmusdt egy tetszéleges, dltalunk elérhetd prog-
mmnyelve és dllitsunk eld a 2. abrédkhoz hasonlokat!

A 2.2. feladat allitasabol kiolvashato, hogy n novelésével R, elméleti eloszlasa a (0,1) intervallumon értelmezett
ugynevezett folytonos egyenletes eloszlashoz tart (ennek ugynevezett ,strtségfiiggvénye” a vizszintes vonal, ahol a vonal
alatti teriilet 1-re van normalva). Ez mar énmagéban is érdekes tény, amde ennél egy sokkal erdsebb allitas is igaz.
A kovetkezs fejezetben e felé az allitas felé haladunk.

3. A véletlen sorozat tulajdonsagai

3.1. A Podlya-féle urnamodell altalanosabb esetei

Miel6tt tovabblépiink tovabbi megfigyelések felé, tagitsuk ki egy kissé a vizsgalt modellek korét. A Polya-féle
urnamodell 2.1. fejezetben vazolt alapesete tObbféleképpen is altalanosithato, példaul a kezdeti feltétel varialasaval.
A golyok szamanak novelésére szolgald algoritmust valtozatlanul hagyjuk, viszont ahelyett, hogy kezdetben 1 piros és
1 z6ld golyot tennénk az urnaba, inditsunk pg piros és zo zold golyoval (pg > 1, 2o > 1).

Altalanosithatjuk ennél jobban is az urna modellt. Példaul agy, hogy nem csak két szint engediink meg, hanem
egy eldre rogzitett, K elemszamu szinhalmazbo6l valogatva tesziink kezdetben az urnaba r; darab ¢; szinid, ro darab
co szind, . .., rix darab ck szind golyot. Ha az olvaséban felmeriil, meg tudunk-e engedni végtelen sok szint is, még egy

kis tiirelmet kériink téle, egy késébbi fejezetbdl ez is ki fog deriilni. Egyel6re maradjunk a két szin hasznalata melletti
altalanositasnal, mert ez is rejteget még érdekességet.

3.2. Mi a helyzet a véletlen sorozattal?

A 2.2. feladatban bizonyitott allitas rogzitett n mellett mond valamit az R,, véletlen szam (valoszintségi valtozo)
lehetséges értékeirdl, és az értékek megvalosulasanak valoszintiségeirdl (a valoszintiségi valtozo eloszlasarol). Olyan
tipust eredmény ez, mint mikor a 2.3. feladatban megirt programunk futédsakor nem irattuk ki a futas kozben érintett
R; értékeket (j < n), hanem minden egyes futaskor csak az altalunk elére kiszemelt n mellett voltunk kivancsiak
R, kimeneteleire. Hogy éppen hogyan jutottunk el addig a véletlen szamig, azt nem vizsgaltuk.

Természetes modon felmeriilhet benniink ugyanakkor a kérdés, megallapithatunk-e valamit a véletlen szamsorozat
egészérdl (véletlen folyamatrol) is, ami egy-egy ilyen szimulacio soran elall. Feljegyezhetnénk sok, egymastol fiigget-
leniil el6allo ilyen sorozatot, és ezekrél a véletlen sorozatokrol is megkérdezhetnénk, vajon milyen tulajdonsagokkal
rendelkeznek.

3.1. feladat. A kordbban irt szamitdgépes programunkkal dllitsunk eld fiiggetlen kisérletekbdl elddalls véletlen pdlyd-
kat, mds néven trajektoridkat, a Pdolya-urna alapesetében (po =1, z9 = 1).

Az altalunk irt programmal készitett trajektoridkat lasd a 3. dbrdn. Ezek megfigyelésével maris tehetiink néhany
kezdeti megéllapitést.
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Lépésszam (n) 3. abra. Trajektoriak a Polya-féle

2A cikkben szerepls szimulaciokat Python nyelven irtam, a kod szerkesztéséhez és futtatasahoz Eclipse-t hasznaltam (Pydev modullal),
a képek megjelenitéséhez pedig Gnuplot-ot. Ezek mindegyike ingyen hozzaférhets.



urnamodellben (pg =1, zo = 1)

Az algoritmusrol altalanossaghban megallapithatjuk azt, hogy a piros golyd huzasanak éppen aktualis valoszintsége
id6ben véletlenszertien valtozik, ahogyan az urndban a piros golyok aranya az Osszes goly6hoz képest mindig més és
més. Ugyanakkor egyetlen golyd betételének hatasa erre az ardnyra, ahogy haladunk el6re az id6ben, egyre kisebb és
kisebb, hiszen az 1j golyé megjelenése az éppen aktualis ardnyt mar egyre kevésbé tudja megvaltoztatni.

3.2. feladat. Az 3. abran mintha hiperbolikus fvdarabok jelennének meg. Miért van ez?

3.3. feladat. Ha visszatekintink a 2.2. feladatban bizonyitott eredményre, latjuk, hogy a programunkat (po = 1,
zo = 1)-bdl sokszor elinditva az R, = Ry értékek dtlaga sok kisérlet utin 1/2. Jegyezziink fel most minden trajektoridn
két értéket, Ry-et és Rig-et. Mi a megvaldsult Rio értékek dtlaga azokon a trajektoridkon, amelyeken Ry = 1/37 Es
mennyi azokon, amelyeken Ry = 2/37

3.3. A megfigyelések matematikai hattere

Ez a szamunkra egyel6re kisérleteken alapulé megfigyelés pontossa is tehets, és a valoszintségszamitasnak egy
kiilonleges fejezetéhez, az ugynevezett martingalelmélethez kalauzol benniinket. Anélkiil, hogy a preciz definicidhoz
elengedhetetleniil sziikséges elméleti hatteret megkisérelnénk itt megadni, a lényeget mégis vazoljuk.

Azok a véletlen folyamatok, amelyek mindig az éppen aktudlis (véletlen) poziciéjukat ,szeretnék megtartani”,
kiilonos jelentGségiik van, és a martingal elnevezést kaptak. Ezek, ha egy adott lépéskor megfigyeljiik Sket, a véletlen
érték ismeretében a kovetkezs lépésben ,yarhatoéan” pontosan ugyanott maradnak. Ez nem azt jelenti, hogy a kovetkezd
lépésben nem mozdulnak el, hanem azt, hogy a valoszintségekkel sulyozott atlagos elmozdulasuk nulla. A témakorben
az egyik leggyakrabban hasznalt tétel szerint pedig, ismét nem teljesen precizen megfogalmazva, hogyha egy ilyen
véletlen folyamat értékkészlete korlatos, akkor annak a véletlen folyamatnak barmilyen tipikus megvalosulasa olyan
szamsorozat lesz, amelynek létezik a hatarértéke. (A ,tipikus megvalosulas” fogalmat jelen cikkben nem definialjuk.)

3.4. Alkalmazhato ez az erds eszkoz ebben az esetben? Szamoljunk!

Ahhoz, hogy lassuk, ez az erés tétel valoban alkalmazhato a Polya-féle urnamodell fenti altalanositasainak esetében,
a két feltétel fennallasat vizsgaljuk. Az értékkészlet nyilvanvaloan korlatos, R, csak (0, 1)-ben mozog, tehat a tétel méasik
feltétele rogton teljesiil. A masik feltétel igazolasa érdekében ellendrizziik, hogy a martingalokat definial6 tulajdonsag
igaz az R,, folyamatra.

Képzeljiik el, hogy n 1épést mar megtettiink, és a szokasos modon jeldljiik p,-nel az n-edik 1épés utan a piros golydk
szamat, z,-nel a zoldek szdmat, R, -nel pedig a piros golyok ardnyat az Osszeshez képest. Ekkor

1
a) ha a kovetkezs lépésben pirosat huzunk, akkor a piros golyok szdma p,, + 1 lesz, tehat R, 11 értéke %,
Pn T 2n
ennek a valészintisége
R _ P
" Dn + 2n ’
b) ha viszont z6ldet htizunk, akkor a piros golydk szama p,, marad, tehat az j arany, R, 1 értéke % lesz,
Pn T Zn

ennek valészinisége pedig

1_Rn227"_
Pn + 2n

Hogy mennyi az R,, szam ismeretében R, i feltételes varhato értéke, gy kapjuk meg, hogy mindkét szoba jové
értéket megszorozzuk a valoszintségiikkel, majd 6sszeadjuk Sket:

pnt1 Pn__ Dn Zn__ _ _ Pn
Pn+zn+1lpp+2n Pontzntlpn+zn  Dnt2y

=R,.

Ennek a szamolasnak az eredménye épp R,,, azaz a folyamat n-edik 1épésében kapott érték ismeretében a kévetkezs
lépés altal okozott elmozdulas feltételes vdrhato értéke nulla. Ez a szamolas pg és zp barmely értéke mellett érvényes.
A Polya-féle urnamodellben a vizsgalt véletlen folyamat tehat valoban egy korlatos martingal, aminek a 3.3. szakaszban
vazolt tétel szerint tehat létezik a hatarértéke (ami azonban egy véletlen szam!). A hatarérték valoszinidségi eloszlasa
a folytonos egyenletes eloszlas a (0,1) intervallumon.

Ez Osszefoglalva tehat azt jelenti, hogy a véletlen trajektéridk, melyeknek véges szeleteit a szamitoégépes prog-
ramunkkal meg is figyelhetjiik (3. dbra), ,végtelen hosszu ideig futtatva” mind beallnak egy-egy (véletlen) értékre.



3.5. Trajektoriak és hamis érmék

Amikor a Polya-féle modellt elGszor ismerjiik meg, lehet az az érzésiink, hogy egy-egy huzas véletlenségében a fo-
lyamat teljes multja kozrejatszik. Hamar rajoviink azonban arra, hogy ez nem egészen van igy: az (n + 1)-edik hazas
soran nem lényeges, hogy az urnaban 1év6 golyok milyen sorrendben keriiltek oda, csak a piros golydk aktualis aranya,
R, szamit. Azt azonban egy pillanatig sem gondoljuk (és nem is volna igaz), hogy az egymas utani huzasok fiiggetlenek
volnanak egymastol. De akkor mi a helyzet a kovetkezs gondolatmenettel?

Kodoljuk az n lépéshdl allo kisérleteket egy-egy n-hossza, P és Z bettikbdl all6 sorozattal, azaz a trajektoridkat
kodoljuk a B,, = {P, Z}" elemeivel, az egymas utan kihtizott golyok szinének megfelelgen. E halmaz azon részhalmazét,

mely sorozatokban pontosan p,, darab P beti szerepel, jelolje B,(Lp"), ennek elemszama

BE)| = (”)

A 2.1. feladat ¢) szakaszédnak megoldasakor kapott kombinatorikus formulabol kiolvashaté, hogy adott n mellett egy
rogzitett R, arany, azaz rogzitett p, szamu piros golyo6 6sszes lehetséges elgallasi sorrendje mind azonos valészintiséggel
torténik. Ez azt jelenti, hogy az R, aranyhoz vezet6 n-hossza trajektoridk, a B,(lp”) halmaz elemei mind egyforma

valosziniiséggel allnak eld.
Pn

Pn + 2n
(1 — R,,) valosziniiséggel pedig a zold oldalaval felfelé. Egy kisérlet alljon abbol, hogy feldobjuk ezt az érmét n-szer,

a dobasok egymaéstol legyenek fiiggetlenek, és jegyezziik fel a dobasok eredményeit P és Z betiikkel.

Vegyiink egy hamis érmét, mégpedig olyat, ami rogzitett R,, = valoszintiséggel esik a piros oldalaval felfelé,

3.4. feladat. Adjunk mddszert a B,(f’") trajektoria halmazon egyenletes eloszlas generdldsara ennek a kisérletnek
a kis modositdsdval!

Ha n-et egyre inkabb noveljiik, akkor a fenti, R, hamis érmés kisérlet eredményeképp el6allé sorozatban egyre
valdszindbb, hogy a P bettk aradnya kozel van R,-hez. Ezt gy hivjak, hogy a nagy szamok gyenge torvénye.

A nagy szamok erds torvénye is igaz, ami pedig azt mondja ki, hogy ha elGallitunk egy ,végtelen hosszi” sorozatot
egy hamis érmével, legyen a hamis érme piros oldallal felfelé esésének valoszintisége 0, akkor a véletlen sorozat egyre
hosszabb véges szeleteit nézve a benne szereplg P bettik ardanya 6-hoz tart.

Ha tehat rogzitiink egy 6 értéket, akkor azon feltétel mellett, hogy a Polya-féle urnamodell trajektoridja épp ehhez
a 6-hoz tart, magat a trajektoriat elGallithatjuk agy is, hogy vesziink egy 6-hamis érmét, és azt végtelen sokszor
feldobjuk. A 3.3. szakaszban pedig lattuk, hogy a hatarérték, © egyenletes eloszlasi valdsziniségi valtozo a [0, 1]
intervallumon.

Az eddigi megfigyeléseket Osszerakva tehat a kovetkezSt kaptuk. Vegylink egy © valdsziniségi valtozot, amely
egyenletes eloszlasti a [0, 1] intervallumon. A kisorsolt érték legyen 0, ez tehat most mar egy ismert érték a [0, 1]
intervallumbol. Vegyiink egy hamis érmét, amely ezzel a 6 valoszintiséggel esik a piros oldalaval felfelé, (1 — ) valoszi-
niiséggel pedig a zold oldalaval felfelé. Dobjuk fel ezt az érmét végtelen sokszor, és jegyezziik fel a dobasok eredményeit
P és Z bettikkel. Az igy kapott végtelen sorozat ugyanolyan eloszlasi, mint amit a Polya-féle urnamodell alapesetében,
a kihtuzott golyok szinét feljegyezve kapunk.

3.5. feladat. Azok a kedves olvasdk, akik az integrdlds szabdlyaival mdr tisztaban vannak, bizonyitsik be a fenti
allitast a nagy szdmok erds torvényére valo hivatkozas nélkil: szamoljik ki a

1
/ o*(1—6)" " a6
0

értékét, és vessék dssze a 2.1. feladat b) szakaszdnak megolddsakor kapott kombinatorikus formuldval!

3.6. Bolyongas a negyedsikon

A Polya-féle urnamodell két szint hasznalo eseteinek trajektoridit kézenfekvd modon tekinthetjiik egy negyedsik
egész koordinataju racspontjain valoé bolyongésnak is. Az = tengelyen jeloljiik a piros, az y tengelyen pedig a zold
golyok szamét. A palyak a (po,z0) pontbol indulnak, és az (i,j) pontbol kétfelé léphetnek: az (i + 1,7) pontba

j—j valoszintséggel (lasd 4. dbra).

_:_ - valoszintiséggel, az (i, 7 + 1) pontba pedig -
j 1
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4. abra. A Polya-féle urnamodell trajektoriaja mint bolyongés a (po, zo) feletti

L 4
negyedsik racspontjain

(p(), ZU)
Ebben a reprezentacioban R,, egyenletes eloszlasa a (pg + n, z0) és (po, 20 + n) pontokat Osszekots atlos egyenes

altal tartalmazott racspontokon valosul meg. A veéletlen hatarérték pedig felfoghato egy véletlen iranynak a (0, )

szogtartomanyban.
Anélkiil, hogy folytonos eloszlasokrol precizen szot ejtenénk, az emlités szintjén alljon itt, hogy mig két szin esetén
a legegyszeriibb (egy piros, egy zold golyoval vald inditas) esetben egyenletes eloszlast kapunk a limeszben, addig

3.7. Milyen az eloszlas, ha nem egyenletes?
altalanos (po piros, zo zold kezdeti allapot) esetben az tgynevezett Béta eloszlascsalad po-tol és zp-t0l fliggs tagjahoz

3.6. feladat. A korabbi feladat sordn megirt programot is tegyik alkalmassd po €s zg kilonbozd értékeinek keze-

lésére] A Béta eloszldscsaldd tagjainak hozzdvetdleges képét igy fel is rajzolhatjuk. Milyen vdltozdst figyelhetink meg

jutunk.
a hisztogramon, ahogy po €s zo értékét viltoztatjuk? (Néhdny eset elméleti képét ldsd az 5. abran.)

értéktdl, meég akkor is, ha n mar nagyon nagy.
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paraméterek mellett
Erdekes megfigyelni, milyen hatésa van annak, ha kezdetben ugyanannyi piros és zold goly6t tesziink a dobozba,
de nem egyet-egyet, hanem példaul 6t6t-6t6t, vagy htszat-hiszat. A hatarérték-hisztogram egyre cstucsosabba valik.
Ez is azt sejteti, hogy konvergal a folyamat: minél nagyobb p + z, annéal kevésbé tavolodik el R,, a kezdeti Ry = f_
p+z
Az elnevezés emlitése kedvéért alljon itt az is, hogy ha tébb, elére rogzitett szamu (K db) szinnel inditunk, akkor az

aranyok vektora, amint n-nel a végtelenbe tartunk, az agynevezett Dirichlet-eloszldscsaldd kezdeti allapottol fiiggden

paraméterezett tagjahoz tart.
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