Megoldasvazlatok a 2012/4. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz
I. rész

1. Egy szdmtani sorozat differencidja 56, n-edik eleme 2012. A sorozat elsé n elemének dsszege 32 000. Hatdrozzuk
meg a sorozat elsé elemét. (12 pont)

Megoldas. A szamtani sorozat n-edik eleme: 2012 = a1 + (n — 1) - 56, ebbdl pedig a; = 2068 — 56n. A szamtani
sorozat els6 n elemének Gsszege:

29000 — 201 T (n—=1)-56]-n _ [2-(2068 —56n) +(n—1)-56] -n _
2 2
4080 — 561) -
= w — (2040 — 28n) - m,

ezt pedig nullara rendezve és 4-gyel osztva:
7n* — 510n 4 8000 = 0.

A masodfoku egyenlet egyik gydke nem egész, tehat nem megoldéasa a feladatnak, a masik gyoke: n = 50. A sorozat
els6 eleme tehat
a1 = 2068 — 56m = 2068 — 56 - 50 = —T732.

Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy ez valéban megoldasa a feladatnak.

2. Egy kézpark olyan egyenld szdri hdromszég alaki, melynek szarai 40 méteresek, a szdrak dltal bezdrt szog pedig
50°-0s. A szdrak taldlkozdsdtdl egy 35 méter sugari kérivet hiznak. A kériven belili részt fivesitik, a kériven kivili
részt pedig virdgokkal 1iltetik be.

a) Hatdrozzuk meg a beiltetéshez szikséges virdgtovek szamdt, ha egy négyzetméterre 30 t& virdgot szamolnak.

b) A park keriiletén kirben és a kérivnek a park belsejébe esd részére dsvényeket terveznek. Hatdrozzuk meg az
épitendd dsvények teljes hosszisdgat (a szdmitdsok sordn az dsvények szélességét elhanyagolhatjuk). (13 pont)

Megoldas. a) A koriv teljes egészében a park belsejében huzodik, hiszen az egyenl$ szaru haromszog alaphoz
tartoz6 magassaga
40 - cos 25° ~ 36,25 m > 35 m.

A beiiltetendd teriilet az egyenld szaru haromszog teriiletének (T7) és a koriv altal létrehozott korcikk tertiletének
(T>) kiilonbsége.

4040 - sin 50°
- ==

-35% .1 ~ 534,51 m?,

Ty ~ 612,84 m?,

_50°
-~ 360°
T =T, — T, ~ 78,33 m?.

2
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A Dbeiiltetéshez sziikséges viragtovek szama a négyzetméterben mért alapteriilet 30-szorosa, tehéat kb. 2350.
b) Az egyenls szaru haromszog alapjanak hossza 2 - 40 - sin 25° &~ 33,81 m. A koriv hossza

50°
2 9.35.7~ 30,54 m.
360° T oot

A megépitends 6svények teljes hosszisaga tehat kb. 40 + 40 + 33,81 + 30,54 =~ 144 m.



3. Hany olyan nem izomorf, eqyszerd graf van, melynek pontjainak fokszdmsorozata
a

)0,1,2,3,4,5,6,7;
b)2,2,3,3,3,4,5,5;
) 2,3,3,4,5,5, 6;
d) 3,3,3,5,6,6, 6;
e) 2; 3; 3; 4; 4; 47
Amelyik esetben nem létezik ilyen grdf, indokoljuk is meg, hogy miért nem. (14 pont)

Megoldas. a) Nincs ilyen graf, mert barmely egyszert grafban kell lennie két azonos fokszamu pontnak.

b) Nincs ilyen graf, mert barmely graf pontjainak fokszamosszege paros.

¢) A 6 fokszamu csucsot jelolje A, az 5 fokszamuakat B és C, a 4 fokszamut D, a 3 fokszamuakat E és F, végiil
a 2 fokszamaut G.

Az A csucs biztosan 0ssze van kotve az dsszes tobbivel. Ha B és C egymassal nem lenne 0sszekotve, akkor mindkettd
Ossze lenne kotve G-vel, amelybdl igy mar harom él indulna ki, ez tehat nem lehetséges, a két 5 fokszami cstcs 0ssze
van kotve egymaéssal.

Ha B és C' valamelyike, példaul B nincs 6sszektve D-vel, akkor viszont Ossze van kdtve a maradék harom csucesal:

E-vel, F-fel és G-vel. Ekkor D-bdl indulnia kell élnek C-be, E-be és F-be is, viszont C-bél két él még hidnyozna, tehét
ez sem lehetséges, azaz B és C' is 0ssze van kotve D-vel.

Ezutan B-bdl, C-b6l és D-bsl még Osszesen 5 élnek kell indulnia E-be, F-be és G-be, ami kétféleképpen valosithatd
meg aszerint, hogy a D-bél hianyzo egyetlen él masik végpontja egy 3 fokszamu vagy a 2 fokszamu cstcs.

Tehat két, a feltételeknek megfelels nem izomorf, egyszeri graf van.

d) Nincs ilyen graf. A harom 6 fokszamu cstics 6ssze van kotve az Osszes tObbivel, de igy a 3 fokszamuaakbol méar
nem is indulhat tobb él. Az 5 fokszamubol pedig két élnek még kellene indulnia, egyszert grafokban azonban nincs
hurokel.

e) Ha a 4 fokszamu cstucsok kozt mind a harom lehetséges él be van huzva, akkor bel6litk 6sszesen még 6 élnek kell
a masik harom csics felé indulni, melyek fokszamosszege 8. Ez azt jelenti, hogy a masik harom csics kdzott Gsszesen
egy ¢l van behuzva. Igy két kiilonbozé grafot kapunk aszerint, hogy ez az él a két 3 fokszamu csiics kozt huzodik vagy
serl.

Ha a 4 fokszamu cstucsok kozt két lehetséges él be van htzva, egy pedig nincs, akkor bel6liik dsszesen még 8 élnek
kell a masik harom csics felé indulni, melyek fokszamosszege éppen 8, koztiik tehat tovabbi élek ebben az esetben
nincsenek. A graf mar egyértelmien meghatérozott, hiszen az a két 4 fokszamu cstcs, melyek kozt hidnyzik az él,
mindhérom tovabbi ponttal 6ssze lesz kotve, a harmadik 4 fokszamu pedig csak a két 3 fokszamuval.

Tehat O6sszesen harom, a feltételeknek megfelel nem izomorf, egyszerd graf van.

4. Téglalap alaki félddarabot szeretnénk felmérni. Ehhez a téglalap eqyik oldaldnak belsejében felvessziik az eqymdstol
50 méterre taldlhato A és B pontokat. A téglalapnak e két pontot tartalmazo oldaldval szemkdzti csicsait jelolje C és D.
Megmérjiik a kévetkezd szogeket: C AB szog 113°-0s, DAB szog 48°-0s, C BA sz6g 54°-0s. Mekkora a folddarab terilete?
(12 pont)

Megoldas. A téglalap AB szakaszt tartalmazoé oldalanak két végpontjat jelolje E és F az dbra szerint. Az ABC
haromszogben szinusztétellel meghatarozhatd az AC oldal hossza:
sin 54° sin 54°
AC = AB - =50-
sin(180° — 54° — 113°) sin 13°

~ 179,8 m.



Ezt felhasznalva az ACF haromszogben:

CF = AC -sin67° ~ 165,5 m,
FA=AC -cos67° ~ 70,3 m.

Az AED haromszogben:

p=PE _ 9T ii9om.
tg 48 tg 48
C D
F A 50 B E

Igy a folddarab teriilete:
T=CF -FE=CF -(FA+ AE) =165,5-219,3 ~ 36 294 m?.

II. rész

5. Dani teniszezik. Egy versenyen elsé adogatdsainak 63%-dt itdtte érvényes teriletre. Ha érvényes teriletre ment
az elsé adogatds, akkor a labdamenetek 90%-dt megnyerte. Ha nem ment érvényes teriletre, akkor egy mdsodikat
adogathatott. Ezeknek 85%-dt tititte érvényes teriletre. Amikor a mdsodik adogatds érvényes teriiletre ment, akkor
a labdamenetek 60%-dt nyerte meg. Ha egyik adogatdsdt sem itiotte érvényes teriletre, akkor Dani elveszitette a lab-
damenetet.

a) Mekkora a valdszinisége, hogy Dani elveszitett egy labdamenetet, amikor & adogathatott?

b) Mekkora a valdszinisége, hogy Dani elsé adogatisa mdr érvényes teriletre ment, ha tudjuk, hogy az adott lab-
damenetet elveszitette? (16 pont)

Megoldas. a) Jelolje A azt az eseményt, hogy Dani megnyer egy labdamenetet, By azt az eseményt, hogy az elsé
adogatéasa sikeres, By azt az eseményt, hogy a masodik adogatéasa sikeres.
Annak a valoszintisége, hogy Dani az elsé adogatasabol nyerte meg a pontot:

P(A| By)-P(By) =0,9-0,63 = 0,567.

Maésodik adogatasra csak a labdamenetek 37%-aban keriil sor, amikor az els§ adogatésa sikertelen volt. Annak
a valészintisége, hogy masodik adogatasabol nyerte meg a pontot:

P(A| By) - P(Bs) - P(By) = 0,6-0,85- 0,37 = 0,1887.

Annak a valoszintsége, hogy Dani nyerte a pontot, az el6z6 két érték osszege, tehat P(A) = 0,7557, annak a valo-
szintisége pedig, hogy Dani elvesztette a labdamenetet,

P(A) =1 — P(A) = 0,2443.

b) A kérdés a P(B; | A) valészintiség. A feltételes valoszintiség definicidja szerint:

P(B; | 4) = PBA) _ PAIB) P(B) _ 01063 0,258.
P(A) P(A) 0,2443

6. a) Hatdrozzuk meg ad értékét hdrom tizedesjeqy pontossdggal, ha tudjuk, hogy 2° = 5Y, ahol x és y nulldtol

kilonbozd valos szamok.
b) Oldjuk meg az aldbbi egyenldtlenséget a valds szamok lehetd legbdvebb részhalmazdn:

5 1
5\/1g3:—|—21g\/;—1<0. (16 pont)



Megoldas. a) Vegyiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat és alkalmazzuk a logaritmus ismert azonossagait:
lg 27 =1g5Y,
xlg2 =ylgs.
Keresztbe osztva kapjuk:
1
T _ 185 9300
y g2
b) ElSszor megallapitjuk az egyenlStlenség értelmezési tartomanyat.

1
A logaritmus fliggvény értelmezési tartomanya miatt > 0, valamint \/j > 0, amibél szintén x > 0 kovetkezik.
x

A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartoméanya miatt lgz > 0, amibdl « > 1, valamint — > 0, amibdl ismét = > 0
x

kovetkezik. Osszegezve mindezt az egyenl6tlenség értelmezési tartomanya = > 1.
A bal oldalon all6 kifejezés k6zépss tagjat a hatvanyozas és a logaritmus azonossagainak felhasznéalaséval atalakitjuk:

1 1
2lg\/j: 21g:107% = (——) 2lgxr = —lgu.
T 2

Az a = +/lgz (nemnegativ) 1j ismeretlen bevezetésével az egyenl6tlenség ezutan igy alakul: —a® + 2,54 — 1 < 0.
A megfelel§ egyenlet megoldasai a = 2 és a = 0,5, a negativ fGegyiitthatora tekintettel az egyenlStlenség megoldésa
ezért a < 0,5, vagy a > 2.

Figyelembe véve, hogy a nemnegativ, megoldandéak a 0 < /lgz < 0,5 és a v/lgz > 2 egyenlGtlenségek. Ezeket
négyzetre emelve adédik 0 < lgx < 0,25, illetve lg x > 4. Ezekbdl kapjuk, hogy

1<z< V10 (=1,778), illetve x> 10000.
Atalakitasaink ekvivalensek voltak.
7. Az f(x) = 2sinx fiiggvény grafikonja és az x tengely dltal a [0; 7] intervallumon kézrezdrt sikidomot a g(x) =
2cosx fiigguény gorbéje két sikidomra bontja. Hatdrozzuk meg a két sikidom teriletének ardnydt. (16 pont)

Megoldas. A teljes sikidom teriiletét az f 0 és m kozotti integraljaként hatarozhatjuk meg:

K
T

T= /2sin3:d33 = [—2cosx]0 =—(-2)—(-2)=4.

0

A g fliggvény zérushelye ott van az adott intervallumban, ahol cosx = 0, tehat = = T nel.
A két fliggvény grafikonjénak metszéspontjat a 2sinx = 2 cosz egyenlet megoldasa adja. Ezt cosz # 0-val osztva
™
kapjuk, hogy tgx = 1, azaz a vizsgalt intervallumban z = 1

gy

%
T1=/2sinxdx+ 2coszdx =
0
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A két sikidom teriiletének aranya:

T, 4-2V2 4V2-4 3
-1 = =(vV2—-1):1~0414: 1.
T 2v/2 4 ( )

8. Egy hiurnégyszig dtloi merdlegesek egymdsra. Az dtlok metszéspontja E(2;1), a hirnégyszig AB és BC' oldaldnak
egyenlete x + 3y = 10, illetve x — y 4+ 2 = 0. Hatdrozzuk meg a hurnégyszog csucsainak koordindtdit és a négyszog koré
irhato kor egyenletét.

(16 pont)

Megoldas. A két megadott oldalegyenes egyenletébdl 4llo egyenletrendszert megoldva kapjuk a B pont koordina-
tait. BC egyenletébdl y = x + 2, ezt AB egyenletébe visszairva « + 3(x + 2) = 4z + 6 = 10, ahonnan = = 1, majd
y = 3, tehat B(1;3).

A BD atlo egyenesének iranyvektora példaul E—g , tehat a (—1;2) vektor. Ezzel és az F ponttal a BD atl6 egyenletét
felirhatjuk: 2x +y = 5.

Az AC atl6 merdleges erre az atlora, ennek tehat normalvektora lesz a (—1;2) vektor. Ezzel és az F ponttal az
AC atlo egyenlete: —x + 2y = 0.

Az A pont koordinatait az AC 4tl6 és az AB oldalegyenes egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldéasabol kapjuk.
Az atlo egyenletébol © = 2y, ezt AB egyenletébe visszairva 5y = 10, ahonnan y = 2, majd = = 4, tehat A(4;2).

A C pont koordinatait az AC 4tlo és a BC oldalegyenes egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldasabol kapjuk.
Az atlo egyenletébdl z = 2y, ezt BC' egyenletébe visszairva 2y — y + 2 = 0, ahonnan y = —2, majd z = —4, tehat
C(—4;-2).

A harnégyszog koré irhatéd kor megegyezik az ABC héromszog koré irhat6 korrel. Ennek K kézéppontja megkaphato
példaul az AC és a BC oldal felez6merdlegeseinek metszéspontjaként.

Az AC szakasz felez6pontja az origd, felez6merdlegesének irdnyvektora megegyezik AC egyik normalvektoréval,
ami példaul a (—1;2) vektor. Ezekkel a felez6mer6leges egyenlete 2z + y = 0.

A BC szakasz felez6pontja (—1,5;0,5), felez6merdlegesének norméalvektora példaul a C@, tehat az (5;5) vektor.
Ezekkel a felez6mer6leges egyenlete bx + 5y = —5, azaz ¢ +y + 1 = 0.

A két felezémerdsleges egyenletébdl allo egyenletrendszert kell megoldanunk. AC felezémerdlegesének egyenletébdl
y = —2x, ezt a méasik egyenletbe beirva z — 2z + 1 = 0, ahonnan x = 1, majd y = —2, tehat K(1; —2).

A kor sugarat megadja példaul a K B tavolsag, ami 5 egység, a kor egyenlete igy (z — 1) + (y + 2)% = 25.

A D pont koordinatéit végiil a kor egyenletébdl és a BD atlo egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldasaként kap-
juk. A BD eggenletéb(ﬁl Y = 5 — 2z, ezt visszairva
a kor egyenletébe (z—1)° + (7-—2z)° = 25. A zarojeleket  felbontva és rendezve az
522 —302+25 = 0 egyenletet kapjuk, melynek megoldasai 2 = 1 és = = 5. Az el6bbi a B pontot adja meg, a masodikhoz
tartozo y érték —5, tehat D(5; —5).

9. Egy duatlon verseny rajtja egy egyenes tengerparton van, célja a vizben. Eqyik lehetdség a tdv teljesitésére, hogy
eloszor 4 km-t futunk a parton, majd 90 fokkal elfordulva 1 km-t uszunk a tengerben. Azonban megengedett barmikor
letérni a futdpdlydrol és elkezdeni uszni a cél felé. A homokos tengerparton 6 km/h, a vizben 2 km/h a sebességiink.
A rajtvonaltol mérve milyen tdvolsdgra érdemes bevdgni a vizbe,

a) ha futva és uszva egyenld tdvolsdgot szeretnénk megtenni;

b) ha a lehetd leghamarabb szeretnénk célba érni? Hany km-t kell ekkor isznunk, és mennyi idd alatt tudjuk igy
teljesiteni a verseny tdavjdat?

A wvdlaszokat méter pontossiggal adjuk meg. (16 pont)



Megoldas. Jelolje z azt a tavolsagot a rajtvonaltol mérve, amikor bevagunk a vizbe. Ekkor futva tesziink meg

2 km-t, a vizben pedig az dbrdn lathato derékszdgd haromszog atfogojat, azaz \/ (4 — x)° + 1 km-t.

CEL

s
RAJT T 4—x

241,

a) Megoldand6 az x :1 (4 — z)? + 1 egyenlet. Mindkét oldal pozitiv, ezért négyzetre emelhetiink: z> = (4 — z)
Ebbdl kapjuk, hogy = = 3

Tehat a rajtvonaltol mérve 2,125 km-re kell bevagnunk a vizbe. Ekkor az tszva megtett tavolsag is valoban ennyi,

hiszen
17\ 15\ 78V 17
4_ J— 1: _ — = —.

b) A teljes tav megtételéhez sziikséges id6t ekkor a

V17T -8 2
t(x)=%++” (0<x<4)

fiiggvény adja meg. Ennek a fliggvénynek keressiik a minimumat, amit ott vehet fel, ahol a derivaltja nulla. Az Gsszetett
fliggvények derivalasi szabalyét felhasznalva:
1 2z — 8
-
6 417 — 8x + 22

Egyszertisitve és rendezve: 12 — 3z = /17 — 8z + x2. Az x-re tett kik6tés miatt a bal oldal is biztosan pozitiv, igy
négyzetre emelhetiink, majd nullara rendezve a kovetkezs egyenletet kapjuk:

822 — 64z + 127 = 0.
V2

Ennek megoldasai 12 =4+ @, melyek koziil csak a 4-nél kisebb jon szamitasba, tehat x = 4 — — =~ 3,646.

A t(x) fiiggvény folytonos, és ellendrizhets, hogy els6 derivaltjanak elGjele z-ben negativbol pozitivba valt, igy
a kapott z érték valoban minimumhelye ¢-nek.

Tehat a rajtvonaltdl szamitva 3,646 km megtétele utan érdemes elkezdeniink dszni. Az tszas tavja ekkor

/(4—;10)2—1-1: (?)_’_ :\/%:%ﬁzl,06lkm,

a teljes tav megtételéhez sziikséges id6 pedig

V2 4 V2 3V2 4422 )
15(4_T _6_5-1-?_T~1,1380ra~68,3per0.

(Ha végigfutnank a 4 km-t, akkor 70 perc alatt teljesitenénk a versenyt.)

Megjegyzés: A Snellius—Descartes-torvény felhasznalasaval a teljes visszaver6dés hatarszoge is megoldast ad a fel-
adatra.

Koncz Levente
Budapest



