Szakaszokon értelmezett leképezések fixpontjairol

Reiman Istvan emlékének!

Bevezetés

Egy intervallumon értelmezett valds értékd fiiggvény fizpontjdnak nevezziik a szakasz egy olyan pontjat, ame-
lyet a leképezés a helyén hagy. (Ugyanigy definidlhatjuk a sik vagy a tér intervallumain értelmezett leképezések
fixpontjait.) A fixpontok fontos szerepet jatszanak a magasabb matematikiban, de szakaszokon értelmezett specidlis
leképezésekre szoritkozva érdekes fixpont-tételeket bizonyithatunk a kozépiskolasoknak is. A 2. pontban megvizsgal-
juk, hogyan vontak négyezer évvel ezel6tt négyzetgyokot a babiloniak, anélkiil, hogy tudtak volna, hogy fixponttételt
alkalmaznak. A 3. pontban a szakaszokon definialt leképezések fixpontjainak 1étezését és az altaluk definialt fokozatos
megkozelitések stabilitasat vizsgaljuk. A 4. pontban két kozgazdasigi alkalmazast mutatunk be. Az els§ alkalmazas
az adossdgdinamikara vonatkozik. A mésodik alkalmazasban a piaci egyensulyt két szerepls és két termék esetén mint
fixpontot hatérozzuk meg. Végiil az 5. pontban néhany kévetkeztetést vonunk le. Kiilon fiiggelék tartalmazza a 7. tétel
a) pontjanak elemi bizonyitasvazlatat.

Hogyan vontak négyzetgy6kot Babilonban?

A mai didkok mar zsebszamologéppel vonnak négyzetgyokot, de annak idején, 1963-ban kozépiskolaban még ta-
nultam egy osztashoz hasonlité négyzetgyokvonasi eljarast. De mar négyezer évvel ezel6tt a babiloniak is ismertek
egy sokkal hatékonyabb ismétléses eljarast (iteraciot) a feladat megoldasara. Ha az a > 0 szém négyzetgyokét akarjuk
kiszamitani, valasszunk egy tetszGleges kezd&értéket, jele xy > 0. Vegyiik a kdvetkezs 0 kozelits értéket:
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Ismételjiik meg az eljarast a kovetkezGképp! Legyen n egy természetes szam, és x, az v/a-nak az n-edik kozelitése.
Ekkor az n + 1-edik kozelit6 értéket ugy kapjuk, hogy z¢ helyébe x,-t irjuk:
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(1) xn+1:§(xn+i), n=01,2,....

Az eljaras alapgondolata az, hogy ha z,, > /a, akkor R Va, de (1)-beli szamtani kdzepiik, z,, 11 hibaja (v/a-tol
Tn
meért eltérése) kisebb az x, hibajanal ([1], 339. o.).
1. tétel. Barmilyen zo > 0 kezd6értékre az (1) eljaras adta {x,} sorozat tart a v/a-hoz.
1. példa. A /2 kiszamitasakor zo = 1 induléértékre a kovetkezs sorozatot kapjuk: z; = 1,5; zo = 1,41667;
x3 = 1,41422, x4 = 1,41422. A babiloni agyagtablakon 60-as helyértékes rendszerben szerepel ez az érték ([2], 46-47. 0.).

A bizonyitas el6tt azonban be kell vezetniink egy definicidt, és be kell latnunk egy segédtételt:

Definicié. A [¢;d] zart szakasz ™ pontjat a szakaszon értelmezett y = f(xz) leképezés fixpontjinak nevezziik, ha
a leképezés helyén hagyja a pontot: z* = f(z*).

1. segédtétel. Legyen c és d két olyan pozitiv szdm, amely kozrefogja a-t: ¢ < va < d. A [c;d] szakaszon
értelmezett

(2) y:f(x):%(ﬂg)

leképezés egyetlen fixpontja /a, azaz f(va) = va.
Bizonyitas. Helyettesitsiikk be a (2) egyenlet mindkét oldaldba z*-t:
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Rendezve: (z*)> =a. O

LAz idén elhunyt Reiman Istvan 40 éven keresztiil vezette a magyar kozépiskolas matematikustehetségek gondozasat.



Ratériink az 1. tétel bizonyitasara. A szamtani és mértani kozép kozti dsszehasonlitas alapjan

1
Tn+1 = 5 <$n+ {Ei) > \/Ea

tehéat {x,41} alulrél korlatos sorozat. De az 1. segédtétel igazolasahoz hasonloan az is bizonyithato, hogy az {241}
csokkend sorozat: €41 < x,, n=1,2,... . Az analizis ismert tétele szerint egy alulrol korlatos és csdokkend sorozatnak

van hatarértéke, jele A. Mivel a (2)-ben szerepld f fiiggvény folytonos, a bal és a jobb oldal hatarértéke is A: azaz
fixpont, tehat A = +/a. O

Meglepd, hogy a babiloniak ilyen hatékony négyzetgyokvonasi eljarast dolgoztak ki. Erdekességként megemlitjiik,
hogy a szabaly a g(z) = 2 — a fiiggvény esetére az (1670 koriili) un. Newton-féle érintd mddszer, amelyet nemlinearis
sima fiiggvények gyokeinek kiszamitasara hasznalunk. Az alapotlet: az x* gyokhoz elég kozeli 2o kezdSpontbol indulva,
meghatarozzuk, hogy a fiiggvényhez az xp-ban hizott érinté milyen x; pontban metszi a vizszintes tengelyt. Az eljaréast
megismeételve, az x,, pontban huzott érint6 az z,4+1 pontban metszi a vizszintes tengelyt. Konvergencia esetén (ami
sltalaban nem biztos), hatarértékben a g(z*) = (2%)* — a = 0 gyokdt kapjuk.

Mikor létezik fixpont?

A négyzetgyok kiszamitasdhoz hasznalt fliggvénynek van fixpontja. Felvetdik a kérdés: mikor van a [¢; d] szakaszon
definidlt f fiiggvénynek fixpontja?

Ha képzeletben abrat készitiink, akkor lathatjuk, hogy a fiiggvény grafikonjat éppen egy fixpontban metszi az
y = x atlo, ha létezik a fixpont. Ezen megfigyelés alapjan két ellenpéldat mutatunk, amikor nincs fixpont. Az egyik
eset, amikor a fiiggvény nem folytonos, és a grafikon egyszerten atlépi az atlot. A mésik eset, amikor az értelmezési
tartomanynak nem része a képe: példaul a [0; 1] szakaszt az f(z) = x + 0,2 leképezés az [1,2; 1,3] szakaszba képezi le.
Ha nem engedjiik meg ezt a két lehet6séget, akkor lesz fixpontunk.

2. tétel. Ha az I = [¢;d]-on (szakaszon) definialt f folytonos fiiggvény értékkészlete I-be esik, akkor létezik
legalabb egy fixpontja. Képletben: ha f(I) C I, akkor van olyan ¢ < z* < d pont, amelyre z* = f(z*).

Bizonyitas. Vegyiik a g(x) = f(x) — x folytonos segédfiiggvényt. Feltevésiink szerint g(c) = f(¢) —c¢ > 0 és
g9(d) = f(d) — d < 0. Ha az egyik egyenl6tlenségben egyenléség all, akkor fixpontot kaptunk. Tehat mindkét esetben
foltehetjiik a szigoru egyenlGtlenséget. Az analizis Gn. Bolzano-tétele (1817) értelmében létezik a [c;d] szakasznak
legalabb egy olyan z* pontja, amelyre g(z*) = 0, azaz z* egy fixpont. [

Példaul a négyzetgySkvonasi eljarasban szerepls leképezés folytonos, és a (0; a] szakaszt a [v/a;a] C (0; a] szakaszba
képezi le.
Tovabbi kérdés: mikor tart a leképezés ismétlése a fixponthoz? Bizonyitas nélkiil kimondjuk a megfelels tételt.

3. tétel. Tegyiik f6l, hogy az egyenesen értelmezett folytonosan differencialhato f leképezésnek létezik egy «* = f(z*)
fixpontja. Az x,41 = f(x,) iteracié tart e fixponthoz, ha az ‘f’(x*) < 1 és zyp megfelelgen kozel esik a fixponthoz.

2. példa. Linearis leképezés esetén a 3. tétel kdénnyen igazolhato. Valoban,
legyen  f(z) =ax+b. Egyetlen fixpont létezik: z* = f(@*) = ar® 4+ b, azaz
zt = 1 , feltéve, hogy a# 1. Az Tpt1 = Ty + b iteraciobol vonjuk ki az
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¥ = azx® + b egyenletet: x,41 — 2* = a(x, — x*). Felismerve a mértani sorozat definiciojat, x,, — 2* = a™(xo — z*),
amely valoban akkor tart 0-hoz, ha |a| < 1, ez pedig f'(z*) = a miatt a 3. tétel feltétele.

A 3. tétel szemléletesen azt jelenti, hogy a fixpont kézelében a nemlinearis leképezést jol kozelithetjik az y =
f(@*) + f(z")(x — x*) linedris leképezéssel.

Tobbdimenziés térben mind a tételpar, mind a bizonyités joval bonyolultabb: a 2. tétel Brouwer-féle fixponttétel
(1912), [1], 23.19. tétel, a 3. tétel Ljapunov 1. megkozelitéseként (1891) ismert.

Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban a sik pozitiv linearis leképezéseinek egy specialis osztalyara szoritkozunk,
amelyeket lényegében Markov orosz matematikus tanulmanyozott elgszor 1906-ban.

Definicié. 1. A sik u = f(z;y) és v = g(x;y) leképezésparjat Markov-félének nevezziik, ha
u=flz;y) =ax+(1-0d)y & v=g(z;y)=(1—a)z+by,

ahol 0 < a,b < 1.
2. Asik x +y =1, z,y > 0 feltételekkel hatarolt részét a sik egységszimplezének nevezziik. (Szemléletesen szolva,
a sik (0;1) és (1;0) pontjat 6szekotd szakaszrol van szo.)

Belatjuk a kovetkez6 segédtételt.

2. segédtétel. Minden Markov-leképezés a sik egységszimplexét az egységszimplexbe képezi le.



Bizonyitas. Egyszerid szamolassal a pozitivitasi felteves miatt u,v > 0.
Az 6sszeg szintén megbrzadik:

utv=ar+(1-dy+(1—-a)x+by=a+y=1. O
Belatjuk, hogy most is létezik egyetlen fixpont.
4. tétel. Az egységszimplexre lesziikitve, a Markov-leképezésnek pontosan egy fixpontja van:
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Bizonyitas. Irjuk be az y = 1 — x feltételt az elsS linearitasi osszefiiggésbe:
u=azr+ (1-0)(1—x).
Az u = x feltételbsl adodik a fixpont. O
Tekintsiik a Markov-leképezés altal definialt dinamikat!

(3) Tpp1 =axp + (1 =b)yn €8 yny1 = (1 — a)zy + byn, n=20,1,2,....

Stabil-e a Markov-leképezés fixpontja? Igen.

5. tétel. Barmely sikbeli Markov-leképezés altal definiadlt dinamika tetszéleges 0 < xg < 1, yo =1 — ¢ kezds
allapotpar esetén a fixponthoz tart.

Bizonyitas. Most is elegend§ az els egyenlet elemzése, feltéve, hogy figyelembe vessziik az y,, = 1 —x,, korlatozast.
Valéban
Tpt1=ax, +(1=b)(1—z,)=(a—1+b)x, +1-0
atalakitassal visszavezettiik a feladatot a 2. példaban szerepls feladatra. Es teljesiil a stabilitasi feltétel is, hiszen
|a + b — 1| < 1 nyilvanvaloan igaz. O

3. példa. Ha pozitiv allandok helyett nemnegativakkal dolgozunk, akkor elromlik a stabilitds. Példaul a =0 =10
esetén a rendszer fiirészfogszerden ciklizal:

Top =20 €S Xogy1 =1—xp.

A valoszintiség-szamitasban fontos szerepet jatszanak az un. Markov-ldncok. A most vazolt esetben két allapot van:
1 és 2. Ha az n-edik idépontban z,, illetve y, = 1 — x,, annak valészintsége, hogy a rendszer az 1., illetve a 2. alla-
potban van, akkor a (3) egyenletrendszer az n + 1-edik id6pont valészintségeit adja meg. Itt a és b annak a feltételes
valoszintisége, hogy a rendszer az 1., illetve a 2. allapotban marad. (1—b és 1 —a viszont annak a feltételes valoszindsége,
hogy a rendszer a 2., illetve az 1. allapotbol a masikba megy. Az (z*;y*) fixpont az egyensulyi valosziniiség-eloszlas.

Két kbzgazdasagi alkalmazas

Két kozgazdasagi alkalmazast mutatunk be: az elsé az adossdgdinamikat elemzi, a masodik a piaci egyensilyt.

Adoéssagdinamika. Napjainkban az adossdgdinamika kiilondsen érzékeny kérdés, és az eddigiek alapjan a lényege
koénnyen megragadhato. Eves felbontdsban szamolunk, és legyen az n-edik év elején az allamadossag értéke D,, és az
éves elsddleges koltségvetési hidny B,,. Bevezetve még az Gn. R kamattényezét (1 + kamatlab), definicio szerint igaz
az addssagdinamika alapegyenlete:

D,+1=RD, + B,, n=20,1,....

Kényelmetlen abszolut szdmokban gondolkozni, ezért az éves nemzeti jovedelemhez (jele: Y;,, angol roviditése: GDP)

viszonyitott értékekkel dolgozunk:
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Az egyszeriiség kedvéeért feltessziik, hogy az els6dleges hianynak a nemzeti jovedelemhez viszonyitott hanyada allando,
jele b > 0. Tovabbi feltevés: a nemzeti jovedelem évente valtozatlan g > 0 névekedési tényezs szerint béviil: YV, = gY,,—1.

Bevezetjiik az R > 0 kamattényez és a g névekedési tényez6 hanyadat (= 1+n6vekedési iitem), a relativ kamattényezst:

dn+1 =

R
r = —, és feltessziik rola, hogy kisebb mint 1: r < 1. (Figyelem: mind a kamatldb, mind a névekedési ditem lehet negativ,

g
kiilonosen, ha az inflaciot kiszirjiik!) Ekkor az adossagdinamika abszolat helyett relativ valtozokra is felirhato:
dp+1 =rd, + b, n=0,1,....

Kérdéspar: mi a relativ adossagdinamika fixpontja, és mikor stabil? A valaszt a 2. példa alapjan a kdvetkezs tétel
adja.



6. tétel. A b >0 és 0 < r < 1 feltevések esetén a relativ addssagdinamika fixpontja pozitiv:

4 =

és stabil.

Az els6dleges hiany mellett fontos szerepet jatszik a koltségvetési hidny, amely az elsGdleges hiany mellett a ka-
matkiadast is tartalmazza: C,, = B, + (R — 1)D,,. Relativ értékekre térve:

Az Eurépai Unioban el6irt un. maastrichti kritériumok koziil ketts éppen d,-re és a ¢,,-re vonatkozik: 1.) a koltségvetési
hiany nemzeti jévedelemhez viszonyitott értéke nem lehet nagyobb, mint 3 szézalék: ¢, < 0,03 és 2.) az adossagalloméany
nemzeti jovedelemhez viszonyitott értéke nem lehet nagyobb, mint 60 szazalék: d,, < 0,6. Sajnos, 2011-ben orszagunk
egyik kovetelménynek sem tett eleget, cog11 = 0,06; dog11 = 0,8 volt. Figyelem: modelliink szamos fontos tényezstél
eltekint: példaul a kamatlab fiigghet az adéssdghanyadtol stb.

Piaci egyensily létezése. A matematikai kozgazdasagtan egyik legfontosabb kérdése a piaci egyensuly léte-
zése. Ebben a pontban definidljuk a piaci egyensily legegyszeriibb modelljét (amikor két termék és két fogyasztod
létezik), és a 3. pont eredményeit felhasznélva igazoljuk a piaci egyensuly létezését, s6t kiszamitjuk az értékét ([3],
541-543. 0.). A két termék a szokésos tankonyvpéldaban alma és narancs, de reélisabb esetben lehet példaul az ipar
és a mezdgazdasag, vagy korszertibb szemléletben az anyagi termelés és szolgaltatas.

Két szereplonk indexe 1 és 2. Az egyes szerepldk kiindulé készletparja (vq; wy), illetve (vg; ws), nemnegativ szamok,
de egyik vektor sem nulla. A jelolések egyszertsitése érdekében olyan mértékegységeket valasztunk, hogy az 6sszkészlet
egységnyi legyen:

(4) vi+ve=1 és wi+wy=1.

A piaci egyensuly egyidejiileg haromfajta kdvetelményt jelent.
a) A csere révén a javakat djra elosztjak: olyan (z1;y1) és (z2;y2) nemnegativ par elfogadhato, amelyet a csere
lehet6ve tesz (vo. (4)):

(5) Ty +we=1 & y1+y2=1.

b) Mivel modelliinkben nincs pénz, drak helyett draranyokrol beszéliink. Ha a két termék araranya p > 0, akkor
1 egység 1. termékért p egység 2. terméket kell adni. Eszerint mindkét szerepl a pozitiv p arardny mellett ki tudja
fizetni a cserét:

(6) DTk + Yp = PUk + Wk, k=1,2.

¢) A kozgazdasagtanban szinte altalanosan elfogadott, hogy a dontéshozok maximalizaljak célfiiggvényiiket, amely
megmondja, hogy a vélasztott déntés mennyire jo. Itt a fogyasztastol fliggs hasznossdgfiiggvényiiket maximalizaljak
a cserepartnerek:

(7) ug(zr;yk) = aglogay + (1 — ax)logyry — max, 0<ap <1, k=1,2.

Miel6tt tovabb haladnank, néhany mondatos magyarazatot fiziink e hasznossagfiiggvényekhez. 1) Minden wuy (zx; yx)
hasznosséagfiiggvénytdl elvarhato, hogy mindkét valtozo szigortan ndvekvd fiiggvénye legyen. 2) A legtobb terméknél
(kivéve a foldimogyordt) a fogyasztés mennyiségének tjabb egységnyi novelése egyre kevésbé emeli elégedettségilinket:
a fiiggvény szigoruan konkdv. 3) Legegyszertibb esetben az egyes termékek fogyasztasi hatasai sszeadodnak. Egyik
legegyszertibb ilyen fiiggvény a fent bevezetett logaritmikus fiiggvény, amelyben a két termék hasznossagi stlya a két
fogyasztonal kiilonbozhet. (Ugyanakkor a fiiggelekben bemutatott ekvivalens valtozatban az Gsszeadas helyett szorzat
szerepel!)

A feladat nehézségét a fixpont-tételeknél megszokott korkorosség jelenti: egyrészt adott piaci araktol fligg az egyes
partnerek vagyona és kereslete; mésrészt a mérlegfeltételek megszabjik az egyensulyi piaci adrakat. Ez a kett&ség
megjelenik a bizonyitasban is.

Egyszert szamolassal beldthato, hogy ilyen egyensilyi rendszer létezik.

7. tétel. A fent definiélt piaci egyensily létezik, és az egyensulyi drarény

w1 + Waxg

8 *:—
( ) p 1—’1}1(11—’02&2,

és az optimaélis fogyasztasi parok

(9) xy = W és yr = (1—ag)(p v +wg), k=1,2.



Bizonyitas. El6szor tetszéleges p relativ ar mellett hatarozzuk meg a k-adik szerepl6 optimalis fogyasztasi parjat,
majd ezek segitségével felirjuk a piaci egyensulyi relativ arra vonatkozo fixpont-egyenletet.

1) A feltételes optimalizélassal kezdjiik a szamitast. A rovidség kedvéért my = pur + wy, jelolje a k-adik szerepld
jovedelmeét. A (6) pénziigyi feltételbdl kifejezhetd a masodik termék fogyasztasa: yr = my — pzxy. Behelyettesitve az
uy, célfiiggvénybe [(7)], egyvaltozos fiiggvényt kapunk:

Uk(zr) = axlogzk + (1 — ay) log (mi — pxy).
Konkav fiiggvényiink maximuma létezik, és ott a derivalt nulla:

ar  p(l—ay)
Uy (oy) = 25 - P00,
T Mg — Py
Egyszert rendezéssel adédik a paraméteres maximum:
mrgo

(10) T = D

és  yr = (1 — ag)my.

A fiiggelékben elemi eszk6zokkel hatarozzuk meg a maximumot.
2) Ratérhetiink a piaci aregyensuly meghatarozasara. Behelyettesitjitk a most meghatarozott paraméteres optimu-

mokat (5) els6 mérlegfeltételébe:
micay | Mok
l=m+ao=——+——,
p p

majd helyettesitsiik be az mj-k meghatarozasat:
p = (pv1 +wi)on + (pva + w2)az.

Rendezve p-re a fixpont-egyenletet:
p(l — V101 — UQOQ) =wio] + Wa i,

azaz a (8) képletben szerepls p* adédik. Innen helyettesitéssel kapjuk (9)-et. O

4. példa. Még ebben a kétszereplés—kéttermékes modellben is tul sok paraméter van, ezért szemléltetés kedvéeért
tovabb egyszerisitjiik a modellt. Feltessziik, hogy kezdetben az 1. szereplének csak a v-terméke van, a 2.-nek csak w
(specializacio): v1 = 1, wy = 0 és vy = 0, we = 1. Ekkor az egyensulyi relativ ar

* (€5)]

p =
1-— a1
és a fogyasztéasi négyes
* * A * *
rI=a1, Y=oz é zy3=1—a1, y;=1-—ao.

A szamolas végére érve elmondjuk, hogy e tétel tetszbleges szamu szerepldre és termékre érvényes. Bonyolultabb
a bizonyitas, ha a célfiiggvények nem olyan egyszeriiek, mint a 7. tételben. Az altaldnos tételt Arrow és Debreu 1954-
ben igazolta. Kiemeljiik, hogy a tétel koznapi nyelven azt mondja, hogy a piacnél nincs jobb elosztasi mechanizmus.
Ha egy joindulatu diktator mas arakat irna eld, vagy mas fogyasztast irna el§, akkor legaldbb az egyik fogyasztéd
rosszabbul jarna, mint a piaci elosztasnal.

Ez az optimalitasi tétel azonban csak silyos megszoritasok mellett érvényes. Ki kell zarnunk a kovetkez6 bonyo-
dalmakat. a) Tokéletlen verseny van: (kevés szerepls versenyez, ezért a hatékony mennyiségnél kevesebbet termelnek
bizonyos termékbdl). b) Kiilsé (externdlis) hatdsok lépnek 6l (pl. vasgyartasnal a kornyezetszennyezéssel novelt tarsa-
dalmi koltségek nagyobbak a piaci koltségeknél, s ezért a hatékony mennyiségneél tobb vasat gyartanak). ¢) Kozjavak
léteznek (pl. minden egyes fogyaszté ugy érezheti, hogy semmi baj nem torténik, ha egyediil 6 nem fizet az orszagos
jarvanyelharitasért, a TV-miisorért stb., s ezért az optimalisnal kevesebbet termelnek a kozjavakbol). d) Aszimmetri-
kus informaci6 akadalyozza a biztositast (nem lehet jo egészségbiztositast venni, mert az egészségesek nem hajlandok
az atlagos kockazatot megfizetni). e) Sokan nem talalnak a piacon tisztességes megélhetést.

Kiilon, itt nem targyalhato kérdés: hogyan lehet az egyensilyt kiszamitani? Van-e olyan dinamikus piaci algoritmus,
amelynek végeredménye az egyensulyi arvektor?

pt plus3pt
Kovetkeztetések
pt plus3pt A fels6bb matematika szamos teriiletén taldlkozunk leképezések fixpontjaival, azaz olyan pontokkal,

amelyeket a leképezések valtozatlanul hagynak. A legegyszertibb esetet mar a babiloniak is ismerték, természetesen
nem tudtak, hogy fixponttételeket hasznalnak, amikor a 2 négyzetgyokét nagy pontossaggal meghataroztik. Késébb



tagult a kor, és Newton altalanos modszert adott egyvaltozés nem linearis sima fliggvények gyokeinek numerikus
meghatarozasara. A fliggvények fixpontjainak létezését azonban csak a 20. szazadban kezdték el modszeresen vizsgalni.
A mozgalom egyik latvanyos eredménye a piaci egyensily létezésének bizonyitasa volt. Minden nehézségiik ellenére az
eredmények a legegyszertibb esetekben érdekl6ds kozépiskolasoknak is elérhetévé tehetdk.

pt plus3pt

Fiiggelék. A célfiiggvény maximumanak elemi meghatarozasa

pt plus3pt Ebben a pontban elemi eszkozokkel, a differencidlszamitas alkalmazasa nélkiil meghatarozzuk a cél-

fiiggvény maximumat, a k indexet eldobva. A logaritmikus fliggvény helyett exponencialis transzformaltjat tekintjiik:
%y~ — max. J6 kozelitéssel feltehetjiik, hogy a racionalis szam, példaul —. A célfiiggvény c-edik hatvanyra emelé-
c

sével egész kitevds célfiiggvényt kapunk:
%" — max., b=c—a.

Az 1. termék mértékegységének tjradefinidlasival p = 1, ezért korlatozo feltételiinkbdl kikiiszoboltiik az arakat: x4y =
m.
Alkalmazzuk a szamtani és a mértani kozép kozti egyenlGtlenséget az a darab T és a b darab % pozitiv szamra.
a

1 T Y m
Iy
a—|—b(aa+ b a+b

fiiggetleniil x és y valasztasatol. A mértani kzép, pontosabban (a + b)-edik hatvanya

A szamtani kdzép

aabbx Yy,

a célfiiggvény allandodszorosa, s az allando elhagyhato. Az egyenlGtlenség szerint a maximum tehat akkor valosul meg,
ha a két kozép egyenld, tehat minden atlagolandé egyenld, vagyis

P % = mb—x, azaz = aaj—nb =am & y' = (1-am.
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