Megoldasvazlatok a 2012/1. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz
I. rész

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazdn:

2z n 1 _
z+5 x2+10x+25

%+ 25. (12 pont)

Megoldas. A nevezdk miatt: x # —5. Az egyenletet a kovetkez§ alakba is frhatjuk:
2
1
(:E + ) = 25.
T+5

= 5, akkor rendezés utan az 2* = 24 masodfoku egyenletet kapjuk. Ennek gyokei: z; = v/24,

Két eset lehetséges:
I eset: Ha x +

T+5
x9 = —V24. Mindkét gyok megoldasa az egyenletnek.

II. eset: x+ P = —5, akkor rendezés utan az 2% 4+ 10z +26 = 0 masodfoku egyenlethez jutunk. A diszkriminansa
x
negativ, igy ebben az esetben nincs valds gyok.
Az eredeti egyenlet két gyoke: 1 = V24, xo = —V/24.

2. Egy trapéz pirhuzamos oldalai a és c. Mekkora az a szakasz, amely parhuzamos az alapokkal, és felezi a trapéz
tertletét? (12 pont)

Megoldas. Jelolje a trapéz teriiletét T', a fels6 kis trapézét t1, az also kis trapézét pedig to. Tudjuk, hogy T = 2t4, il-

(1) a+c.m:2';v—2|—c.m1,
2) “;C-m:zx;“(m_ml).

letve T' = 2t9, azaz

a+c

Az (1 letb6l =——
z (1) egyenletbdl m; 210

-m, ezt behelyettesitve a (2) egyenletbe:

R =

Az egyenletet m-mel (m # 0) osztva, majd néhany atalakitast végezve:

a;LC:(:c+a)- (1_%)’

at+c=(z+a)- (2— ate >

(x +¢)
(a+c)(z+e)=2(x+a)(z+c)— (x+a)a+c),
ax + ac + cx + ¢ = 22 + 2cx + 2ax + 2ac — ax — cx — a® — ac,
=227 —d®
a? + ¢?
2

Vagyis a keresett szakasz hossza: z =

3. Oldjuk meg az log, (5962) . logg x =1 egyenletet a valos szdmok halmazdn. (13 pont)



Megoldas. Az egyenlet értelmezési tartomanya: > 0 és z # 1.
A logaritmus azonossagait felhasznalva az egyenlet atirhaté a kovetkezd alakba:

(log, 5 + log, %) - logz = = 1, ( + 2> log2z = 1.

logs

A szorzast elvégezve és rendezve: 2logs x + logs © — 1 = 0. Ebbol:

1
(logs l’)l = 2 (logs I)z =-1

Az egyenlet megoldasa: z1 = V5, x5 = %

4. Egy bifében szendvicset és pizzat drulnak. Eqy szendvicsen 30%, egy pizzdn 50% haszna van a kereskeddnek.
Egyik nap ugyanannyi szendvicset adott el, mint pizzdt, igy 34% haszna lett. Mdsnap viszont kétszer annyi pizzdt vettek
meg, mint szendvicset.

a) Mennyi haszna lett a bifésnek az eladott drukbil a mdsodik napon?

b) Mennyi haszna lett volna, ha kétszer annyi szendvicset adott volna el, mint pizzdt?

(14 pont)

Megoldas. a) Jeloljiik a-val egy szendvics, b-vel egy pizza 6nkoltségi arat. Ha az elsé alkalommal x darabot adott
el a keresked6 mindkett&bsl, akkor 34%-o0s haszna volt, tehat:

x-0,3a+x-0,5b=2x(a+0b)-0,34,
0,16b = 0,044,
4b = a.

Masnap y darab szendvicset és 2y darab pizzat adott el. Ha p%-os volt a haszna, akkor

P
-0,3a + 2y - 0,5b = 2b) - —
y-0,3a+2y-0, (ya + 2yb) 100"
O,3a+b_i
a+2b 100

Felhasznalva az a = 4b Gsszefliggést:

03-4b+b p

4b+2b 100
22 p
6 100
36,6 = p.

Tehét a biifésnek kb. 36,7%-o0s haszna volt.
b) Ha a kereskedd y db szendvicset adott el és ez kétszer annyi, mint ahany darab pizzat eladott, akkor

Yy y p 0,5b b p
. Y. 05b= ( _b) P — R
y-0,3a + 5 0,5 ya + 5 100’ azaz 0,3a + 5 <a+ 5 100
Mivel a = 4b, azért
0,5b b P p 1,45 - 100
oAb+ == = (4b+ =) -——, 145b=45b- — = 322
0.3-4b+ = ( + 2> g7 A% =450 oo, azaz p 15 32,

Igy a kereskedonek kb. 32,2 % haszna lett volna.

II. rész

5. Egy 4 m atmérdji kor alaki biliardasztal O kézéppontjdatol 0,5 méterre levd P pontban van egy biliardgolyd.

A golydt ugy kell ellokni, hogy kétszeri visszaverddés utdn ismét a P ponton haladjon dt. Mekkora szdget zdr be az
ellékés iranya a PO irdannyal?

(16 pont)



Megoldas. A PO-val 0°-0s és 180°-0s szoget bezar6 irdnyok teljesitik a feltételeket. Vizsgaljuk az ezektdl eltérd,
a szoget bezaro iranyt.

A goly6 a P pontbol indulva a @ pontban, majd az R pontban iitkdzve visszaérkezik a P pontba. Az {itkozés
torvénye szerint PQO = OQR és QRO = ORP. Az OQR héromszog egyenls szart. A beesés és visszaverGdés szoge

a f szog. A szimmetria miatt OPQ = OPR = «, igy a PQR héaromszogbdl:

20+ 46 =180° & f=45° — 2.

2
) .1 . ) . osina 0Q ) o Q. N
Az OPQ haromszogbdl a szinusztétel szerint: — =—.Az0Q =4-0P és a f =45° — — Osszefiliggésbsl:
sing  OP 2
Q,

oa\P
(&%

N
y

sin o 4.0P
sin (45° — )~ OP

Innen:

« 1 « 1 o
sina:4~sin(45°——>:4- (—-COS———'SiH—>,
2 V2 2 V2 2

2
sina =8 (cos% —sin%) =38 (cos2 % +sin2%—2sin%cos%).

A trigonometrikus azonossagokat figyelembe véve: sin? a = 8(1 — sin a), vagyis sin® a 4+ 8sina — 8 = 0. Ennek gyokei:
(sina), = —4 4+ v/24, ahonnan o, = 64°,
(sinar), = —4 — V24, ebbdl nincs megoldas, mert sina < —1.

A Kkeresett szog: o =~ 64°.

6. Legyen egy sorozat dltaldnos tagja a kévetkezd képlettel adva:
2n? +3n —1
ap = ———
" n2+4
a) Hatdrozzuk meg a lim a,, hatdrértéket.
n—oo

b) Hatdrozzuk meg azt az N kiisz6bszamot, amelytdl kezdve a sorozat elemei a sorozat hatdrértékétdl 10~ 2-ndl kisebb
értékkel térnek el. (16 pont)

Megoldas. a)

2n? -1 2+3 -4
A= qim 2043021y 2R m
b) Meg kell allapitanunk, hogy milyen n-t6l kezdve lesz |a, — A| < Tog 2482
2n? +3n — 1 < 1
n?+4 100°
Elvégezve az 6sszevonést kapjuk:
3n—9 < 1
n?+4 100°
. - 3n— .
Mivel n > 3 esetén ——— > 0, azért a
n2+4
3n—9 1

w214 100



egyenl6tlenséget kell vizsgalnunk. Mindkét oldalt beszorozzuk a k6z6s nevezével és utana rendezziik az egyenletet:

n? = 300n + 904 > 0.

Az igy kapott masodfoku egyenlet megoldasai: ny ~ 3,04 és no ~ 296,96.
Vagyis a keresett sorszam: 297.

7. Az iskola konyhdja két helyrél szokott burgonydt rendelni 10 kg-os csomagoldsban. Az A beszallitotol kétszer
annyit rendelnek, mint a B-t6l. Az A beszallité 80%, a B pedig 60% eséllyel szdllitja a rendelt mennyiséget egy héten
beliil.

a) Mennyi az esélye, hogy egy véletlenszerien kivdlasztott 10 kg-os csomagra tébb, mint egy hetet kell vdrni?

b) Ha tudjuk, hogy egy héten belil leszallitottdk a burgonydt, akkor mekkora az esélye annak, hogy A-tdl rendelték?

¢) Ha a szdllitds késése esetén 10% engedménnyel adjdk a burgonydt, és egy 10 kg-os csomag dra 800 Ft mindkét
beszdllitondl, akkor vdrhatdan hdny forintot fizetnek egy 10 kg-os csomagért? (16 pont)

Megoldas. a) Legyen x a B beszallitotol rendelt 10 kg-os csomagok szama.
Az egy héten tuli rendelések varhato szama A-nal: 0,2-2x, B-nél: 0,4x, 6sszesen 0,8x. Osszes rendelés mennyisége: 3.
P= 0,2-2z+ 04z — 0.8 ~ 0,27.
3z 3

A keresett esély kb. 0,27.

b) Jelolje A azt az eseményt, hogy az arut A-t6l rendelték, H pedig azt az eseményt, hogy egy héten beliil
megérkezett. Ekkor:

P(AH) 08-2¢ 08-2z+06r 16

PATH) = 5qy = 5 3z =5 V0T

A keresett esély kb. 0,73.

c)
M = 0,27-800-0,9 + (1 — 0,27) - 800 = 778,4.

Vagyis varhatoan kb. 778 Ft-ot fizetnek érte.

8. Egy y tengellyel pdrhuzamos tengelyd parabola csicspontja a T(1;4) pont, a parabola 2 abszcisszdji pontjiba
hizhato érintd iranytangense 6. Hatdrozzuk meg az y tengely, a parabolaiv és a parabola 2 abszcisszdju pontjdhoz
hizhato érintd dltal bezart sikidom tertletét. (16 pont)

Megoldas. A parabola egyenletének meghatarozéasa:
y=a(x—1)>+4=as’—2az+a+4,

y' = 2ax — 2a, innen 6 = y'(2) = 2a, és igy a = 3.
A parabola egyenlete y = 322 — 62 + 7. Az érint6 egyenlete az F(2;7) pontban y = 6z — 5, t = t; + to — t3, ahol
a taa parabola alatti teriilet a [0;2]-ban, ¢1 és t3 pedig egy-egy haromszog teriilete.

r 5
+/(3x2—6x+7)dx—@:
0
3

|
|

_|_

)

25 49
—+(8—12+14)—E=8-

12

Vagyis a kérdéses teriilet 8 teriiletegység.




9. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a P(1;2) ponton, és az x —y +5 = 0, valamint az
T —y = 2 egyenesek kizé esd szakasza 5 egység. (16 pont)

Megoldas. Legyen a feltételnek megfelel§ egyenes az AB. Toljuk el parhuzamosan az origoba, legyen ez az M N
egyenes, ennek egyenlete y = ma.

5 5
Az y = mz és y = x + 5 egyenesek metszéspontja: M(—l; —ml)
m—1" m—
—2 -2
Az y = mx és y = x — 2 egyenesek metszéspontja: N(—l; —ml)
m—1"m—
A feltétel szerint M N =5, ezért
7V m Y
MN?=25=—— ).
m—1 m—1
Y /y =x+5

3
4
és a P(1;2) ponton atmend egyenesek egyenlete:
4x + 3y = 10, illetve 3x + 4y = 11.

4
Rendezés utan a 12m?+25m+12 = 0 egyenletet kapjuk. Ennek megoldasai: m = —=; m = —3 Az ilyen meredekségii,



