Megoldasvazlatok a 2012/3. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. A gydgyszertarakban a meghilésre kaphato, forrd vizben feloldhatd port egyforma kis zacskokban hatosdval és
tizesével kartondobozokban drusitjdk. A hatos dobozok dra 1130 Ft, a tizeseké 1640 Ft. Mivel a dobozok anyagkéltsége
csak minimdlisan tér el, ezért azt feltételezziik, hogy ezek dra a méretikitdl fiiggetlenil ugyanannyi, és a port tartalmazo
zacskok drdt is azonosnak gondoljuk. Mennyibe keriilne ekkor eqy tizennégyes kiszerelésd doboz? (11 pont)

Megoldas. Legyen egy zacsko ara x Ft, egy doboz ara y Ft. A szoveg alapjan felirhatjuk a kovetkezd egyenlet-

rendszert:
6x+y = 1130,
10z +y = 1640.

A masodik egyenletbdl kivonjuk az elsét:
4x = 510, x =1275.

Visszahelyettesitéssel kapjuk: y = 365. Vagyis egy zacskd 127,5 Ft-ba, egy doboz pedig 365 Ft-ba keriil a feltételezéseink
alapjan. Ekkor a tizennégyes kiszerelésti doboz ara: 14z 4+ y = 14 - 127,5 + 365 = 2150.
Vagyis 2150 Ft-ba keriilne a tizennégyes kiszerelésti doboz.

2. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet:
lg(l—:z:)~\/x2—3x—28-c0s<x+%> =0. (13 pont)

Megoldas. A logaritmus miatt: 2 € |—oo; 1], a négyzetgyok miatt: 2% — 3z — 28 > 0, azaz = € |—o0; —4] U [7; 00].
Vagyis a feladat értelmezési tartomanya: x € |—oo; —4].

A tényezdk zérushelyeit kiilon-kiilon megvizsgéljuk. Az els6 tényezs zérushelye a 0, de ez nincs benne az értelmezési
tartomanyban. A masodik tényezs zérushelyei a —4 és a 7, de a feladat értelmezési tartomanyanak csak a —4 felel
meg. A harmadik tényez6 zérushelyei:

z+ g = g + km (k egész szam), ahonnan: z = g + k.

A feladat értelmezési tartomanya miatt azonban:

_4_
T ikn<—4, k< 3~ —1,607 < —2.

w

™
A megoldas: z1 = —4, 9 = % + k7, ahol k < —2 egész szam.

3. Bettina megvdsdrolta a legijabb mozaik piudert. A mellékelt kép mutatja a 4 cm-es sugard henger alaki tégelyt
feliilnézetben.

a) A minta kézepén ldthatd 6tszdg szabdlyos, és az ezekhez kapcsolddo otszogekkel ismét egy nagyobb szabdlyos dtszdg
alakul ki. Hogyan ardnylana egymdshoz ennek a két szabdlyos otszégnek az oldala, ha a tégelyben lathato 16 sikidom
terilete egyenld nagysdgi lenne?

b) Adjuk meg az el6zd feltételek teljesiilése mellett a kizépen ldthato kis, szabdlyos otszdg oldaldnak hosszdt milliméter

pontossaggal.
(13 pont)




1
Megoldas. a) Mivel a kis sikidomok teriilete egyenls, ezért a két szabalyos 6tszog teriiletének aranya: —. Tudjuk,
hogy a teriiletek a hasonlésag ardnyanak négyzetével aranyosak. Legyen a kis 6tsz6g oldaldnak hossza a’, a nagy 6tszog

oldalanak hossza pedig a. Ekkor:
2
a’ 1 a’ 1
— = — 1 —_— = - X 4 2
( . ) 5’ vagyis . \/; 0,408

b) A kor teriilete: tig, = 42 - 7 = 167. Mivel a mozaik puder mintaja 16 egyenls teriiletii sikidombol all, ezért a ko-
zépen lathato szabalyos 6tszog teriilete: t = . A feladatunk ezek alapjan a 7 teriiletd szabalyos 6tszog oldalhosszanak
meghatarozasa.

A szabélyos Otszoget a kozéppontjabol 6t 72°-os szarszogl egyenldszart haromszogre bonthatjuk. Ennek az alapja

legyen 2z, ekkor az alaphoz tartozé magassag m = Ezekkel felirjuk a teriiletet:

tg 36°°

4
x.tg%:g’ amib6l: 2z = 5-7r-tg36°::1,4.

Vagyis a kis, szabalyos 0tszog oldaldnak hossza kb. 1,4 cm.

=

v

4. Oldjuk meg a
2sin? 2z — 2cos’x = 1
egyenletet. (14 pont)

Megoldas. Az ismert azonossagok segitségével alakitsuk az egyenletet:

. 2 .
2(2sinz cos )’ — 2cos? x = sin’ x + cos® x,

22 —3cos’x —sin?z =0,

8sin? & cos
8(1 — cos? x) cos?z — 3cos® & — (1 — cos? x) =0,

8costz —6cos’x +1= 0,

(cosa), , = 0EVI0 =32 622 oy L1 (o), = 1
L2 16 16 1y 2y
2 1 1

Vagyis: (cosz);; = i, (cosa)y = ——, (cosx)y; = =, (COST)yy = —=.
2 2 2 2
Yy Yy
K YNDE

A megoldasok 6sszevonva:
™ ™
I1:—+k1'§, ahol ki € Z,

{Ezzg—f—kg-ﬂ', ahol ks € 7Z,
™

IgZ?—I—kg'Tr, ahol k3 € Z.



II. rész

5. Azy = x® — 4z + 8 egyenletd paraboldhoz a 0 és a 4 abszcisszdji pontjdban is érintét hizunk.
a) Mekkora a két érintd hajlisszoge?
b) Mekkora a két érintd és a parabola dltal meghatdrozott sikidom terilete?
(16 pont)

Y
—4x + 8,

Y
4x + 8.

egyenletrendszer megoldasaval kapjuk. A metszéspont: C'(2;0).
A két érinté hajlasszoge az ACB<. Az ABC egyenlGszaru héromszog szarszogét kell meghataroznunk. Az ACF
derékszogl haromszoghen (F az AB felezGpontja) a C—n2él lévé szog nyilvanvaloan a keresett szog fele. Erre a ¢ szogre

felirhat6 a derékszogi haromszogben a tangens: tg ¢ = 3’ azaz o ~ 14,036°.

A két érint6 hajlasszoge: 2¢ = 28,1°.

b) A keresett T teriiletet megkapjuk, ha a [0;4]-on a parabola alatti ¢ teriiletbdl elvessziik a [0;2]-on az e; érint6
alatti ¢1, és a [2;4]-on az eq érints alatti to teriiletet. Az adatok alapjan:

2.8
tl - tQ - T - 8
A parabola alatti teriiletet integral segitségével hatarozzuk meg:
4 3 2 g3 42 64
t= 2 4r48)dr=|——-4- 48| =— —4-— +8-4=—.
/r(x r+8)de = |7 > T T3 7 3
0

A keresett teriilet: T =t — (t1 + t2) = 63—4 —16 = ?

6. Egy szivattyiy drdnként 4,8 m® vizet tud kiemelni a kitbol. A vizet henger alaki medencébe eresztik, melynek
teteje 154 m2-es korlap. Ez a korlap fedi a medence 12 cm-es vastagsdgi oldalfaldt is.

a) Hdiny centimétert emelkedik 2,5 dra alatt a viz a medencében?

b) A 15 perc alatt kiemelt vizmennyiséget 25 literes és 60 literes edényekbe toltik. Melyik edénybdl hdny darab
lehetett, ha pontosan megteltek ezzel a vizmennyiséggel?

(16 pont)
Megoldas. a) A fedélap teriilete segitségével meghatéarozhaté a henger alakt medence R sugaranak hossza: 154 =
154
R? .7, amibsl R = {/ — ~ 7,00 (m). Mivel az oldalfal 12 cm-es vastagsagu, ezért a henger belss sugara: r = 6,88 m.
™

2,5 ora alatt 2,5 -4,8 = 12 m® vizet emel ki a szivattyt. Ennek a vizmennyiségnek legyen m a magassiga a henger
alaki medencében. A térfogatot felirva a kovetkezs Gsszefiiggést kapjuk:

12

12=6,882 - 7-m, vagyis m= e

~ 0,081.
Mindossze 8,1 cm-t emelkedik a medencében a vizszint 2,5 éra elteltével.

b) Mivel 6ranként 4,8 m? vizet tudunk kiszivattyizni, ezért 15 perc alatt ennek negyedét, azaz 1200 litert. Legyen
a 25 literes edények szadma x, a 60 litereseké pedig y. Ekkor:

25z + 60y = 1200,
5z 4+ 12y = 240,
240 — 12y 12
= —— =48 — —y.
v 5 57
Mivel z, y darabszamot jelent, igy y csak olyan 5-tel oszthaté természetes szam lehet, ami mellett = is természetes
SZAam.
A lehetséges értékparokat tablazatba rendeztiik:

Y 0 5 1 10 | 15 | 20
x| 48 | 36 | 24 | 12 0




7. Eqy téglalap alaki telek két szomszédos oldaldn az egyik csiucstol 10 méterre, illetve 24 méterre kijeldlink egy-egy
pontot. A pontokat Gsszekiotd vonallal levagott derékszdgi hdromszdgbe szeretnénk egy medencét épiteni. Az egyik terv
szerint a legnagyobb kér alakit, a mdsik terv szerint a legnagyobb, egy teljes oldaldval a derékszogd hdromszog dtfogo-
jahoz csatlakozo téglalap alakiu medencét kellene megépiteni. Melyik esetben és mennyivel lenne nagyobb a vizfelilet?
(16 pont)

Megoldas. Az dbra a két tervrdl készitett vazlatot mutatja.

B B

24 — 2 4z

24 26

t~
=

2.4x

\g

C 10 A C =z 10—z

Az els6 esetben a haromszog beirt korérsl van szo. Pitagorasz-tétellel kapjuk a harmadik oldal hosszat: ¢ =
10-24
V242 + 102 = 26. A haromszog teriilete a két befogoval meghatarozhato: t = —5 = 120. Alkalmazhatjuk a teriilet

felirdsara a t = p - s képletet is, ahol g a beirt kor sugardnak a hossza, az s pedig a haromszog keriiletének a fele.

Vagyis
10 + 24 + 26 t 120

= = 30 i - = —-—— = 4

S D) , 18y e 5 30

A kor alakt medence esetén a vizfeliilet nagysaga: tys, = 4% .7~ 50,3 (m2).
A masodik terv esetén a maximaélis teriilettd K LM N téglalapot keressiik. Az abra jeloléseinek felhasznalasaval irjuk
fel a keresett teriiletet = fliggvényében. (Az abran lathato, hogy CM = z.)

T(x) =Tapc —Tvurc —Topx — Tamn = Tape — Tvre — TarBr =

10-24  z-242 (10 —2)(24 —242)
2 2 2 -

=120 — (120 — 12z — 122 + 1,22%) — 1,22° = -2 4z(z — 10).

A kapott masodfoku fiiggvény hozzarendelésében a méasodfoku tag egyiitthatdja negativ, a két zérushelye pedig 0 és
10, igy = = 5-nél maximuma van. Ekkor

T(5)=-24-5-(5—10) = 60.
Vagyis a téglalap alakt medence esetén a vizfeliilet nagysaga 60 m?.
Ebben az esetben kb. 9,7 m2-rel nagyobb vizfeliiletet kapunk, mint a kor alaku terv kivitelezése esetén.

8. Egy hatszdg hdarom csicsdnak koordindtdja valamilyen sorrendben a kévetkezd: (—1;—1); (2;8); (7;3). Hatdrozzuk
meg a hidnyzo csucsok koordindtdit, ha tudjuk, hogy az ismeretlen pontok mindegyike az adott harom csiccsal hirtrapézt
alkot. (16 pont)

Megoldas. Az adott pontok: A(—1; —1); B(2;8); C(7;3). A feladat szovegebdl kovetkezik, hogy a keresett pontok
illeszkednek az ABC haromszog koré irt korére. ElGszor ennek a kornek irjuk fel az egyenletét:

2?4+ 9% +ax+by+c=0.

Mivel erre a korre illeszkedik az A, B és C csucs is, igy felirhato a kovetkezs egyenletrendszer:

1+1-a—-b+c=0, —a—b+c=-2,
44644+2a+8+c=0, azaz 2a +8b+c = —68,
494+9+7a+3b+c=0, 7a + 3b+ ¢ = —58.

A ¢ kikiiszobolésével kapjuk:



3a+9% =66, amibél 2a+6b = —44, , azaz: b=—-6, a=—4, c=—12.
8a+4b = —506, 20 +b = —14,

A keresett k kor egyenlete: 2 + y? — 4z — 6y — 12 = 0.

Az A, B, C pontokhoz haromféleképpen tudunk negyediket elhelyezni, hogy hurtrapézt hatarozzanak meg. Ezeket
D-vel, E-vel, F-fel jeloljiik.

L eset: A D pont rajta van a B pontra illeszkeds AC-vel parhuzamos e egyenesen (és természetesen a k koron is).
Az ) e eg1§zl iranyvektora ac (8;4), igy egy normalvektora: no(1;—2). Az e egyenes egyenlete:
x—2y=—14.

A k és az e egyenlete altal kapott egyenletrendszer egyik megoldasa természetesen a B pont, a mésik megoldas
a keresett D(—2;6) pont koordinatajat adja.

II. eset: Az E pont rajta van az A pontra illeszkedé BC- Vel parhuzamos f egyenesen (és természetesen a k koron is).
Az f egy iranyvektora BC(5; —5), igy egy norméalvektora: nf(l 1). Az f egyenes egyenlete: x +y = —2.
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A k és az e egyenlete altal kapott egyenletrendszer egyik megoldasa természetesen az A pont, a masik megoldas
a keresett F(—2;0) pont koordinatajat adja.
III. eset: Az F pont rajta van a C pontra illeszked6 A B-vel parhuzamos g egyenesen (és termeészetesen a k koron is).

A g egy iranyvektora /ﬁ(& 9), igy egy normalvektora: 775(3; —1). A g egyenes egyenlete: 3x — y = 18.

A k és az e egyenlete altal kapott egyenletrendszer egyik megoldasa természetesen a C' pont, a mésik megoldas
a keresett F'(6;0) pont koordinatajat adja.

Ezzel a hatsz6g mind a hat csticsanak koordinatajat megadtuk.

9. Legyen
e 6n% — 150 —9 .
n2 —18n — 10
a) Mennyi a lim A hatdrérték?
n—oo
b) Adjuk meg azokat az n egész szamokat, amelyek esetén az A is egész szdm.
¢) Oldjuk meg az A =3 egyenletet. (16 pont)

Megoldas. a) Alkalmazzuk a megfelels atalakitasokat és hasznaljuk a hatarértékre vonatkozo tételeket:

6n2—15m—9 L_9 6-0-0
lim ——— = lim g 751 = =3.
n—o00 2n2—9n—5 n~>oo2_ﬁ_F 2—-0-0

b) A szamlalo és a nevez6 zérushelyeinek megkeresése utan irjuk szorzatalakban a méasodfoku kifejezéseket.

A 6n% — 151 — 9 = 0 gydkei: ny = 3, ny = ~5-
1

A 2n? —9n — 5 =0 gydkei: ng =5, ny = —5

1
Most mar az is lathato, hogy n értéke nem lehet 5, és nem lehet 5 mert ekkor a nevezs értéke nulla lenne.

Irjuk fel a szorzatalakokat és végezziik el az egyszertsitéseket:

6n>—15n—9 6(n—3)(n+3) 3(n—3)
n :

A= =
dn? —18n —10  2(n—5)(n+ 3



A kapott tortet alakitsuk a kovetkezé modon:

3(n—3)73n—973(n—5)+673+ 6
n—5 n—-5 n—>5 - n—>5

A:

Ez akkor lesz egész, ha n — 5 osztoja a 6-nak. A kovetkezd lehetGségeket kapjuk:

n—>5 —6 -3 -2 -1 1 2 3 6
n -1 2 3 4 6 7 8 11
A 2 1 0 -3 9 6 5) 4

A tablazat masodik sordban lathatok a megfelel6 n értékek.

6n% — 15m — 9
c) A= n n = 6 egyenlet bal oldalan all6 kifejezés a szorzatta bontasok utan egyszeriisithets. Ekkor

2n?2 —9n —5
a kovetkez6 egyenletet kapjuk:
3(n—3
("75) =6, <= 3M-9=6(n—5=6n—130, < n="T.
n —

Ez valéban megoldasa az egyenletnek.
Megjegyzés. Ha egyszertsités nélkiil szorzunk a 2n® — 9n — 5 nevezével, akkor egy masodfoki egyenletet kapunk. Ennek két

gyoke a 7, illetve a ——. Természetesen az értelmezési tartomany miatt csak a 7 lesz a megoldas.

Szamado Laszlé



