Gimnaziumi matematika érakon sokan taldlkozhatnak a kovetkezs, vagy ehhez hasonlé példakkal. A feladat rend-
szerint a ,fliggvények, fliggvényabrazolasok” témakor kapcsan keriil teritékre, hiszen grafikus megoldasa kézenfekveé.
Azonban ha hagyjuk, e feladat messze kivezet benniinket a grafikus egyenletmegoldés témakorébdl.

Feladat: Oldjuk meg az
[l = 2%| = 2% = 2[ - 1] =
—H...||3:|—1|—1|—1|—1‘—1|—1|—1‘—1|—1‘—1‘—1‘—1‘—1‘—1‘—1‘

egyenletet.
A megoldas grafikus dton egyszerti: Legyen

o) o= [l =27 — 2% —2| -1
és

g(w) ==

..||;v|—1|—1|—1\—1|—1\—1\—1|—1|—1‘—1‘—1‘—1‘—1‘—1‘—1‘.

Ekkor f(z)-et és g(x)-et koordinatarendszerben abrazolva ugyanazt a fliggvényképet kapjuk, tehat f(z) = g(z)
minden z-re (1. dbra).
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1. dbra. f(zx) és g(z) kozos képe

A feladatban szerepld fiiggvények grafikonjat nézve felmeriil a kérdés: Vajon igaz-e minden n-re, hogy

(1)
(2)

| lle] =27 =27 — .. | =2| 1] s

f@) =]
a(@) = |l =1 1] —...| - 1]

(2" — 1 db 1-es)

ugyanaz a fliggvény, és e fiiggvény grafikonja is csak egyes ,fogakbol” all? A kovetkezdkben ezekre a kérdésekre keresiink
valaszt.

Legyenek tehat f(z) és g(x) az (1) és (2) képletek alapjan megadott fliggvények. A tovabbiakhoz elGszor elevenitsiik
fel, hogyan bontunk fel (értékeliink ki) egy abszolut értékes kifejezést. Legyen a,b > 0 egész. |a + b| = a + b, és ha
a—b>0, akkor |a — b| = a — b, azonban ha a — b < 0, akkor |a — b| = —a + b.

1. f(z) = g(x) bizonyitasa. Vizsgaljuk a fiiggvényértékeket elszor |z| > 2" -re. A feltétel miatt az abszoltt érték
felbontéas szabalyai alapjan

z)=|lg]—2"—2"""— . —2—1|=g|-2"-2""" - —2-1=
= |z = 2"* = 1),
hiszen 2°-t6l 2"-ig a 2-hatvanyok sszege 2" — 1, |z| pedig ennél nagyobb. Ugyanigy
g = lle] ~ 11— 11| = a| - (2" 1)

tehat ekkor valoban f(z) = g(z).

Most, vizsgaljuk |z| < 2"!-re: ez mar kicsit hosszabb lesz. Elgszor azt mutatjuk meg, hogy ilyenkor f(z) < 1 és
g(z) <1, majd azt, hogy ebbdl kovetkezGen tényleg egyenléek. A bizonyitas els6 részében vegyiik ismét az abszolat
érték felbontés nélkiili alakokat. Tekintsiik kiilon, el6szor f(x)-et, majd g(x)-et, azt szeretnénk belatni, hogy

) =|[|.. el =2 —2" Y - | 2] -1 <1

Bizonyitsunk teljes indukcioval. i = n-re az allitas teljesiil: ||| — 2"| < 2", mert |z| < 2", Indukcios feltétel: ha
1= k-ra

(3) |- [llz] =27 — 2" = ... = 28 Fh] < 2k



akkor

] |llz] =27 = 2" —...| = 2F| —2F| < 2% (ahol 0 < k < n).
Bizonyitds. |||...|||lz| = 2" — 2" —...| - 2k+1| - 2k| maximaélis akkor lehet, ha
(4) |- [l|lz] =27 — 2" — .| = 2k — 2k

minim4lis, vagy maximalis.
Mivel a (3) indukcios feltétel teljesiil, és felveszi a 28F1 érteket (pl. = 2"+ 1-re), azért ha (4) maximalis, akkor

[ [l|lz] =27 — 2" — .| = 2FFH] — 2k = 2k +1 ok = ok
ha pedig (4) minimalis, akkor
.. [lle] =27 =27t — .| =28 —2F =0 — 2F = —2F,
Igy
] [[lo] =27 — 2"t — .. | = 28| — 2F| < 2%,

Az el6z6ek miatt f(x) < 2° =1 teljesiil a vizsgalt intervallumban.

Bizonyitsuk ugyanezt g(x)-re. Nézziik végig azt a folyamatot, ahogy g(x) késziil. Vessziik « abszolut értékét, majd
levonunk 1-et és vessziik annak az abszolut értékét. Ezutan ismét levonunk 1-et, és abszolat értéket képziink, ... stb.
Allitsuk meg ezt a folyamatot ott, ahol

[|.. ||zl =1 =1 =...]=1|=1 (0<k<2"—1).

k db egyes

Ilyen helyzet biztosan elgall valamikor, hiszen |z| < 2nF1 e 271 _ 1 darab l-est vonunk le Gsszesen. Ha ekkor meég
nem vagyunk g(z) képzésének végén, akkor az abszolut értékek alakulasa:

|||zl =1 =1 =...| = 1] =0,

k+ 1 db egyes
||zl =1 =1 = ... | = 1] =1,

k + 2 db egyes
|- ||lel=1| =1 =...|= 1| =0,... sth.

k + 3 db egyes

Lathato, hogy innentdl g(x) nem lesz nagyobb 1-nél. Azonban, mint lattuk, g(z) képzése kozben egyszer biztosan eléri
az 1 értéket, tehat g(z) < 1.

Belattuk, hogy |z| < 2" esetben f(x) < 1 és g(x) < 1. Elérkeztiink a bizonyitds masodik részéhez. Szeretnénk
az el6bbiek felhasznalasaval megmutatni, hogy f(x) = g(z). A konnyebb atlathatosag kedvéeért alakitsuk at az f(z)
és g(x) fiiggvényeket. A szabélyok szerint bontsuk fel f(z)-ben és g(x)-ben az abszolut érték jeleket, kivéve z-ét és az
utolsot:

(1) flo)=la] 2" £2" 1. £2£1] &
2 g@) =||lz|£1£1£.. . £141|,

ahol a £ elGjel +, vagy — tgy, ahogy a felbontas miveletét végezziik.
Tekintsiik f(z)-nek az (1) szerint felbontott alakjat. Jelolje A(z) az |x|-hez hozzaadott és kivont szdmok 6sszegét,
azaz
Alz) =42"+2" 14+ .. £241,

ahol az egyes tagok elGjelei az abszolut érték felbontasok esetén alakulnak, tehat || nagysagatol fiiggenek. Ekkor tehat
f(z) = ||z| — A(z)|. Az A(z) paratlan szam, hiszen 2-hatvanyok Osszege és kiilonbsége +1 (= £2°).

Ugyanigy tekintsiik g(x)-nek a (2) szerint felbontott alakjat. Jelolje B(z) az |z|-hez hozzéadott és kivont szamok
0sszegét, vagyis

Blx)=+1+1+... £1+1,

ahol az egyes tagok elGjelei az abszolut érték felbontasok esetén alakulnak, tehat |z| nagysagatol fiiggenek. Ekkor tehat
g(x) = ||z| — B(z)|. B(x) is paratlan szam, hiszen 2"' — 1 darab, azaz paratlan darab egyes 6sszege vagy kiilonbsége.

Igy f(x)-et és g(x)-et egyszeriibb alakra hoztuk, hasznéljuk ezt tovibb. Most |z|-et alakitjuk &t tgy, hogy a
bizonyitas szemléletes legyen: irjuk at [|x|] + {|z|} alakba (ahol [|z|] az |x| egész részét, {|z|} az |x| tortrészét jelenti).
Igy

f(@) = ||z = A(@)| = |[J]] + {|=[} — A(z)]



és

9(x) = [[z| = B(z)| = [[[«]] + {|=[} — B(«)|.

Bontsuk fel a legkiils6 abszolat érték jeleket f(x)-ben és g(x)-ben is. Ezt kétszer két esetre bontjuk f(z) és g(z)
esetében is, attol fliggben, hogy [|z|] + {|z|} — A(x) nemnegativ, vagy negativ, és attol fiiggsen, hogy {|z|} = 0, vagy
{l=l} # 0.

(1) Ha [j[] + {|2[} — A(z) > 0, akkor f(z) = | [|z]] + {|z|} — A(z)| < 1 miatt 0 < [|z]] + {|z|} — A(z) < 1. Ekkor
tehat 0 — {[z[} < [[zf] — A(z) <1 - {le}

(a) Ha {|z|} = 0, akkor 0 < [|z|] — A(z) < 1. [|z|] és A(z) egész szamok, ezért [|z|] — A(x) is egész, ebbdl
kovetkezik, hogy [|z|] — A(z) = 0 vagy 1. Mivel A(z) paratlan, azért

0, ha |z| paratlan,
[l=[] — A(z) = )
1, ha |z| péaros.
gy f(z) =0, ha |z| paratlan, és f(z) = 1, ha |z| paros.
(b) Ha {|z|} # 0, akkor 0 — {|z|} < [|z|] — A(z) < 1—{|z|}. Itt [|z|] és A(x) egész szamok, ezért [|z]] — A(x) is
egész, ebbol kovetkezik, hogy [|z|] — A(z) = 0. Igy

F@) =] ll=l) + {l=} = A@@)| = [0+ {Jal} [ = {l=[}-

(2) Ha [Jz]] + {|z|} — A(z) < 0, akkor f(z) = |[Jz[] + {|=[} — A(z)| < 1 miatt 0 < A(z) — [|z|]] — {|=[} < 1. Ekkor
tehat {Ja]} < A(z) — [lal] < 1+ {Jo]}.

(a) Ha {|z|} =0, akkor 0 < A(z) — [[z] < 1. Az [|:1c|] és A(x) egész szamok, ezért A(x) — [|x|] is egész, ebbdl
kovetkezik, hogy A(z) — [|z]] = 1. Igy f(x) =

(0) zlgaés{zl,:v(libélOlébiléﬁgézi{llﬂflgogyzill(( )) [[I| ||]] i ﬁ;g{ylévl} Az [|z] és A(x) egész szémok, ezért A(x) — [|a] is
) = | [l2l] + {lzl} — A(2)| = A2) — [Jol] = {J} =1 = {J=[}.
Hasonl6an
(1) Ha [jz]] + {|2]} — B(x) > 0, akkor g(z) = | [|z]] + {|z|} — B(z)| < 1 miatt 0 < [Ja]] + {|z]} — B(z) < 1, ekkor

tehat 0 — {|x|} < [lz[]] - B(z) <1— {|5E|}

(a) Ha {|z|} = 0, akkor 0 < [|z|] — B(z) < 1. [|z|] és B(z) egész szamok, ezért [|x|] — B(x) is egész, ebbdl
kovetkezik, hogy [|z|] — B(x) = 0, vagy 1.
Mivel B(zx) paratlan, azért [|z|] — B(z) = 0, ha |z| paratlan, és [|z|] — B(x) = 1, ha |z| paros. Igy g(z) = 0,
ha |z| paratlan, és g(z) = 1, ha |z| paros.

(b) Ha {|x|} # 0, akkor 0 — {|z|} < [|z]] — B(z) <1 — {|z|}. [|=|] és B(x) egész szamok, ezért [|z|] — B(z) is
egész, ebbdl kovetkezik, hogy [|z|] — B(z) = 0. Igy

g(x) = |[I$I]+{IIL’|} B(z)| = [0+ {|=[} | = {|=[}-

(2) Ha [|z]] + {|z|} — B(z) < 0, akkor g(z) = | [|z|] + {|z|} — B(z)| < 1 miatt 0 < B(z) — [|z]] — {|z|} < 1. Ekkor
tehat {|z|} < B(z) —[lz|] <1+ {le}

(a) Ha {|z|} = 0, akkor 0 < B(z) — [|z]] < 1. [|z]] és B(x) egész szdmok, ezért B(z) — [|z]] is egész, ebbol
kovetkezik, hogy B(x) — [|z|] = 1; igy g(x) = 1.

(b) Ha {|z|} # 0, akkor {|z|} < B(x) — [|z]] <1+ {|z|}. [|z|] és B(z) egész szamok, ezért B(x) — [|x|] is egész,
ebbdl kovetkezik, hogy B(x) — [|z]] = 1. Igy

9(x) = ll=l] + {ll} = B(z)| = B(x) — [l=] = {lzl} = 1 - {|=[}.

Az (1a), (1b), (2a), (2b) esetek eredményeit f(x)-re és g(x)-re megnézve latjuk, hogy minden esetben f(x) = g(x).
(Mindegyik eset bizonyitasakor felhasznaltuk az el6z6 eredményt, miszerint f(z) <1 és g(z) < 1.)

2. A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy ha |z| < 2" — 1, akkor f(x) és g(z) grafikonja egyes ,fogakbol” all.

Az el6bbi esetszétvalasztasnal lattuk, hogy ha |x| egész és paros, akkor f(z) = g(z) = 1, ha |z| egész és paratlan,
akkor f(x) = g(x) = 0. Ezeket a pontokat, vagyis az egész értékeknek megfelelgket ennek alapjan mar dbréazolhatjuk
(2. dbra).
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2. dbra

E pontokat csak az el6bb részeredményekként kapott 1 — i,ko
ossze”. Mivel ha |z| egész, akkor felvaltva paros, vagy paratlan, igy az 1 — {|z|} és {|z|} fliggvények grafikonrészletei is
felvaltva jelennek meg, hiszen két szomszédos pontot egyféleképpen kothetiink 6ssze ezen grafikonrészletek segitségével,
egymashoz viszonyitott helyzetiik szerint. Tehat f(x) = g(x) egyes fogakbol &ll.

3. Most, hogy minden k(z) = ||| |||x| - 2" - 2"_1‘ - ‘ - 2| - 1‘ fiiggvenyre lattuk, hogy a gorbéje hogyan
néz ki, tovabbl altalanositas lehetosege jelenik meg.
Mi a feltétele annak, hogy egy h(x) = ||...|||z| — an| — an—1| — ...| — ao| alaku fiiggvény (ahol az a; szdmok

pozitiv egészek) grafikonja csak egyes fogakbol alljon? Megmutatjuk, hogy ennek sziikséges és elégséges feltétele az,
hogy minden 0 < m < n-re

m—1 m—1
am — 1< g i, AazazZ G — E a; <1
i=0 i=0

n n
teljesiiljon. A bizonyitast ismét kétfelé bontjuk aszerint, hogy |z| > Z a; vagy |z| < Z a;.
i=0 i=0

Az els6 esetben konnyen lathatjuk, hogy h(z) = |z| — Z a;.

Tegyiik fol ezutéan, hogy |z| < Z a;. Az el6z6 feladathoz hasonldan itt is teljes indukcioval bizonyitunk, azonban
1=0
az indukcios feltétel kicsit valtozik. Hogy lassuk, miért valtozik, elGszor nézziik meg, hogyan alakul h(z) maximalis
értéke: ||z| — a,| akkor lehet maximalis, ha |z| — a,, a legnagyobb vagy a legkisebb.

Az |x|-re érvényes feltétel miatt nyilvan ||x| — a,| akkor maximalis, ha |z| = 0, vagy ha |z| = Z a;. Amennyiben
i=0

n n
|z| = 0, akkor ||z| — an| = an, ha pedig |z| = Zai, akkor ||z] — a,| = Zai — ay,. Tehat
i=0 i=0

0 <z —anl < an, vagy 0< lal —anl €3 ai = an.
=0

Ugyanigy tovabb:
Ha ||z| — apn| — an—1 < 0, akkor |||z| — an| — an—1| < apn-1.
Ha ||z| — an| — an—1 > 0, akkor

n

ha ||z| — an| < Zai — an, akkor
i=0

n

|||I| _an| - an71| < Zai — Ay — Ap—1,
1=0

ha ||z] — an| < an, akkor |||z] — an| — an—1| < ap — an—1.
Az indukcids 1épés a kovetkezs lesz. Ha teljesiil, hogy
Il Mzl = an| = ana| = .| = arga| < @,

vagy < k42 — Qgt1,

vagy < ag43 — Qg2 — Qkt1,

vagy
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akkor fennall, hogy

|| . |||‘T| - a/’ll| _an—1| - .. | —akl S ag,
vagy < ag4+1 — Gk,

vagy < k42 — Qg1 — Ak,

n
vagy < E a; — Gp — Gp—1 — -.. — k.
i=0

Tehat h(x)-re teljesiil, hogy

h(z) < ao,
vagy < ai — ap,

vagy < az —ai— ap,

n
vagy < E a; — Qp — Qp_1 — ... — Qg.
i=0

Ahhoz, hogy h(z) < 1 igaz legyen, annak kell teljesiilnie, hogy

h(.’I]) S aQ S 17
vagy <ai; —ag <1,
vagy <az—a;—ag<1,

n
vagy SZai—an—an_l—...—aogl.
i=0

Vagyis teljesiilnie kell annak — és ez a feltétel egyben elégséges is — hogy

CLOSL
ay —ap <1,

az —ay —ap <1,

n

E a;i — Ay — Ap_1—...—ag < 1.
i=0

Ez pedig éppen a korabban kimondott bizonyitando feltétel, vagyis hogy

Tehat h(x) valoban legfeljebb 1.
Ekkor h(z)-et h(z) = |[|z|]] + {|z|} — C(x)| alakba atirva a bizonyitas a masodik feladatban latottak szerint fejezs-
m—1

dik be. Tehat ha a,, — Z a; <1 (ahol 0 < m < n) teljesiil, akkor h(z) csak egyes fogakbol all. Mi kovetkezik még

i=0
ebbdl a feltételbsl? Nézziik h(z) utolsd, nem nulla (ag) tagjat. Erre a feltétel szerint igaz, hogy ag < 1. Tehat ag = 1.
Ekkor viszont a1 < 1+ ag = 2.

Ugyanigy, ha ap < 1+ ap_1+ap_o+...+ag, ahol a; =2° (0 <i < k—1), akkor a, <1+ oF — 1 =2% vagyis h(x)
k-adik tagja nem lehet nagyobb 2F-nal. Ebbol latszik, hogy az els6 feladatban szerepls f (z) fiiggvény paraméterei
a megengedett korlatozasokhoz képest a lehetd leggyorsabban névekednek, hiszen ott minden k-ra ap = 2°.

Befejezésiil és az elbbiek alkalmazéasaként egy, a kiindulasi példahoz hasonlé feladat:

Igazoljuk, hogy

[ It = 13] = 8] = 5| = 3| =2 = 1| = 1| = || ... [lal =1 = 1] = ... | = 1]

33 db 1-es



Itt a paraméterek a Fibonacci-szamok {fi | fo = f1 = 1, fint1 = fin + fm—1} sorozaténak els6 hét eleme. Ismert, hogy
fo+fi+fo+. .+ f—1 = fu+1 — [1 = fms1 — 1, ezért minden m-re

m—1
Jm = Zfi:fm_ferl"'l:l—fmflSl.
i=0
Tulassay Zsolt

Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn.
9. évf., mat. tagozat



