Megoldasvazlatok a 2010/8. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Az iM bolygon az év ugyanigy 365 napbol dll, mint ndlunk. A honapok hossza szintén 28, 30 vagy 31 nap.
Bizonyitsuk be, hogy akkor az éunek ott is 12 honapbol kell dllnia.

Mennyi a kilonbozd hosszusdgu honapok szdma ezen a bolygon, ha tudjuk, hogy ott tobb a 28 napos honap, mint
ndlunk? (11 pont)

Megoldas. 11 honapos nem lehet az év, mert akkor legfeljebb 11 - 31 = 341 napbdl allna. 13 vagy tébb hénap
esetén pedig legkevesebb 13 - 28 = 364 napbdl allna egy év. Ekkor sem lehet 365 napos, mert ha egy 28 napos hénapot
30 naposra cseréliink, akkor mar 366 napbdl all egy év. Tehat 12 honapos lehet ott is egy év. Megmutatjuk, hogy ez
lehetséges is.

A 28 napos honapok szama 3-nél tébb nem lehet, mert ekkor csak 3-28 49 - 31 = 363 napos lenne egy év. Tehat a
28 napos honapok szama a = 2. Legyen b a 30, illetve ¢ a 31 napos héonapok szdma. Ekkor 30b+31c = 365 —2-28 = 309
és b+ c=10.

Az egyenletrendszer megoldasa: b =1, ¢ =9, vagyis az iM bolygon 2 db 28 napos, 1 db 30 napos és 9 db 31 napos
hoénapbdl All egy év.

2. Adjuk meg az dsszes olyan pozitiv egész szamot, melynek 90 pozitiv osztdja van és ezek kizil legaldbb 10 egymdst
kovetd szdm. (12 pont)

Megoldas. 10 egymast kovets egész szam kozott biztos van egy 9-cel, egy 8-cal, egy 7-tel és egy 5-tel oszthato.
Tehat a keresett szam 2° - 32 - 5 - 7-tel oszthato, vagyis a primtényezGs felbontasa: 2¢ - 3% - 5¢ . 7¢ -pyt ... pin, ahol
a>3,b>2,¢,d>1és p;-k primszamok, r;-k pedig a megfelel§ kitevSk. E szam pozitiv osztéinak szama:

(a+ DO+ D(c+D)d+1)(r1+1) .- (rn +1).

A 90-nek csak egy legalabb 4 tényezss felbontasa van, melyben minden tényezd 1-nél nagyobb és méas primtényezsje
nincs, ésez az 5-3-3 - 2.
Ebbdl kovetkezik, hogy a = 4 és b = 2. A 2, 3, 5, 7 primeken kiviil mas prim nem szerepelhet a keresett szam
primtényezés felbontasaban. Ezek alapjan két lehetség van: 2% - 3% . 52 .7 = 25 200 vagy 2* - 32 -5 - 7% = 35 280.
Mindkettének 90 osztéja van, koztiik az egymast kovetd 1, 2, ..., 10 is.

3. Hany megolddsa van az aldbbi egyenletnek, ha x és y is pozitiv, 9-nél kisebb valds szam?

log,, 64 4 logg z? = —4sin (y + %) .

(14 pont)
Megoldas. A feladat értelmezési tartomanya: 0 < x < 9, x # 1 és 0 < y < 9. Alakitsuk az egyenletet:

210gm8+210g8x:—4sm(y+g>, 10g18+10g8$:_281n(y+g)-

Egy 0-t0l kiilonboz6 valos szam és reciprokanak 6sszege all a bal oldalon, melynek értékkészlete ezért az R\ |—2;2].
A jobb oldal értékkeészlete [—2;2]. A két oldal csak —2 és 2 esetén lehet egyenld.

I. eset: Ha mindkét oldal értéke 2, akkor x = 8 és sin (y + g) = —1, azaz
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Csak a — esik a megfeleld intervallumba.
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II. eset: Ha mindkét oldal értéke —2, akkor x = 3 és sin (y + g) =1, azaz

T X i okn, leZ
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A megfelels intervallumba a T ésa —L esik.

Az egyenletnek a megadott feltételek mellett 3 szaimpéar megoldasa van:

o= (s () (512)

4. Egy hdaromszég a, b, c oldalhosszai egész szamok, és eqyik magassiganak hossza egyenld a mdsik kettd dsszegével.

Mutassuk meg, hogy ekkor az a® 4+ b* + ¢ Gsszeq négyzetszdm. (14 pont)
Megoldas. Legyen m. = m, + myp. A haromszog teriilete ¢, ekkor 2t = am, = bmy = ¢m.. Ezek alapjan
2t 2t 2t . 11 1
Me=—=mMg+mp=—+ —, amibél - =—-+4 —,
c a b c a b

azaz ab — (bc + ac) = 0.
a? + 0>+ ¢® = a® + b + ¢® + 2[ab — (be + ac)] = a4+ b%+ @ + 2ab — 2bc — 2ac = (a + b — ¢)°.

a, b és ¢ egész szamok, igy a + b — ¢ is egész, tehat a® + b? 4 ¢ valoban négyzetszam.
II. rész

5. Tizenhat pozitiv valds szdm dsszege 100, a négyzetdsszegik 1000. Legfeljebb mekkora lehet a legnagyobb szdm?
(16 pont)
Megoldas. Legyen S = a3 +...+a5, Q = a2+ .. .+a%5. A szamtani és négyzetes kdzepek kozotti egyenlGtlenséget

felirva:

S ? S? < 15Q.

&l @
<t

Tudjuk, hogy 100 — aijg = S és 1000 — a2 = Q, (100 — a15)* < 15(1000 — a2;), 16a25 — 200a15 — 5000 < 0. Az

egyenl6tlenség megoldésa:

25
—7 < ajg < 25.

Tehat aig legfeljebb 25 lehet (ekkor a tébbi 15 szdm mind 5).

6. Adott egy hdaromszog S(0; 1) sulypontja és ¢ oldalegyenesének egyenlete x —2y = —3. A ¢ oldalegyenesre illeszkedd
B cstics az abszcissza tengelyen van. A C csicsa a k: (x — 5)2 +(y+ 3)2 = 25 egyenletid korre illeszkedik. Hatdrozzuk
meg a hdromszdg csucsainak koordindtdit. (16 pont)

Megoldas. Készitsiink dbrdt.

Mivel a B pont illeszkedik az x tengelyre, azért a masodik koordinatidja 0, de B a c: z — 2y = —3 egyenesre

is illeszkedik, igy B(—3;0). A haromszog C csucsat egy S kézépponta —3 aranyu hasonlosag viszi az AB szakasz
1
F felez6pontjaba. Az S kozépponti A = ~3 aranyt hasonloség a k kort k'-be viszi. A k kor kozéppontja: O(5; —3),

5 5
sugara: r = 5. A k' kor kozéppontja O (—5; 3), sugara 1’ = X mert

?+@ +5(=5:4).
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Meghatarozzuk k' és ¢ kozos pontjat az F-et. A ¢ egyenletébdl kapjuk: o = 2y — 3. Ezt helyettesitve k' egyenletébe:

2
1 25
(2y—§) +(y—3)2zz, 5y — 8y +3=0.
Két gyokot kapunk: y; = 0,6, ekkor 1 = —1,8; és y2 = 1, ekkor xo = —1.
Vagyis két F pont adodik: Fy(—1,8;0,6), Fo(—1;1). Ezekhez felhasznalva, hogy F' felez6pont és S harmadolépont,
kiszamoljuk az A és a C koordinatait is: A;(—0,6;1,2), A2(1;2), C1(3,6;1,8), C2(2;1).
Tehat két ilyen haromszog van, ezek csicsainak koordinatai:

Al (_076; 172)7 Bl (_3;0)7 C'1 (376; 178)7
Az (1;2), B (=3;0), C2 (2;1).

7. Mibél élnek a fapados légitdrsasdgok? A Budapest—Roma it oda és vissza 18 000 Ft. Erre a jdaratra egy tgynikség
35 helyet kindl. Ezeket dltaldban az interneten valé megjelenés utdin azonnal lefoglaljdk és kifizetik. Altaldban a fogla-
ldsok kb. 20%-dt a repiilés elétt lemondjik. Az egyszeriiség kedvéért szamoljunk pontosan 20%-kal. Mivel akcids dron
foglaltak az tigyfelek, lemondds esetén a befizetett dsszeget nem kapjik vissza. Ilyenkor ezeket a helyeket ,Last Minute”
dron értékesiti a cég 15 000 Ft-ért. Ezért érdekes az tigyndkség szdmdra, hogy egy jaraton mennyi lehet a lemonddsok
szamdnak esélye.

a) Hatdrozzuk meg annak a valdszinidségét (a fent emlitett jarat és igyndkség esetén), hogy a lemonddsok szama:

— pontosan 7,

— legfeljebb 5;

— legaldbb 6.

b) Szamitsuk ki, hogy mennyi lehet az igyndkség vdrhatd bevétele ezen a jdaraton a lemondott helyek wjraértékesitése
utdn?

A lemonddsok 1jabb bevételhez juttatjak az igyndkséget, ezért a tényleges 35 helyett 40 helyet hirdetnek meg a jaratra.
Ha véletlenil 35-nél tébben szeretnének utazni ezen a jdraton (ezt hivjdk tulfoglalisnak), ekkor a létszam feletticknek
gyorsan drdgabb jegyet kell vdsdrolnia az irodanak 24 000 Ft-ért.

¢) Szdamitsuk ki, hogy az dgyndkségnek egy jaratra eredetileg eladott 40 hely esetén mennyi bevétele lesz, ha

— 10-en lemondjdk az utazdst;

— mind a 40-en utaznak.

d) Mekkora a tilfoglalds valdszinisége? (16 pont)

Megoldas. a) Alkalmazzuk a binomialis valosziniségi eloszlast: n = 35, p = 0,2.

35
plx="7)= < 7) 0,270,828 ~ 0,166,

5

35

p(z <5)= Z (k> 0,28 .0,8%7% ~ 0,272,
k=0

p(x >6)=1—p(x <5)=0,728.

b) Az tigynokség 35 - 18 000 = 630 000 Ft bevételhez jut. A lemondasok varhaté értéke binomialis eloszlas esetén:
np = 35-0,2 = 7. Ezeket a jegyeket 15 000 Ft-os aron adva tGjabb 7 - 15 000 = 105 000 Ft bevételhez jutnak.

Vagyis 6sszesen 735 000 Ft-hoz juthat jaratonként a cég.

¢) Els6 esetben 5 jegyet tud még ,Last Minute” aron eladni, igy 40-18 000+ 5 - 15 000 = 795 000 Ft bevételhez jut.

Masodik esetben a tulfoglalds miatt 5 jegyet még vasarolnia kell, igy 40-18 000 —5 - 24 000 = 600 000 Ft bevételhez
jut.

4
40
d) p=> < k) 0,28 .0,847F ~ 0,07591 ~ 7,6%.
k=0

8. Egy 12 méter széles patakmeder keresztmetszetét egy adott helyen az

1 3
D[4 R ——® + —2?
fi[-48—-R, z— 128:1: —|—323:

fiigguény grafikonja irja le.
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a) Mutassuk meg, hogy a figgvénynek az origdban lokdlis minimumhelye, az © = 8-ban pedig lokdlis mazimumhelye
van.

b) Mekkora lehet a patak legnagyobb vizdlldsa, amikor még nem ont ki? Hdny liter viz folyik dt ilyenkor 1 dra alatt

a teljes keresztmetszeten, ha a patakban a viz folydsinak sebessége 2,5 m/s? (16 pont)
3 3 3 3
. - VAN A R iy — 2 2
Megoldas. a) A derivaltak: f'(z) = 123% + 6% 1 (x) Yk + 6
3z(8 — x)
! _ —

Az els6 derivalt zérushelyei: 0 és 8

3
A maésodik derivalt 0-nal felvett értéke pozitiv: 16’ tehat itt a fliggvény konvex, azaz x = 0-ban lokalis minimum-

helye van.

3
A masodik derivalt 8-nal felvett értéke negativ: 16’ tehat a fiiggvény itt konkiv, azaz x = 8-ban lokalis maxi-

mumhelye van.
b) az f(x) folytonos a [—4; 8]-on.
Ha —4 < x < 0, szigortian monoton cskken, mert f’(z) negativ.
Ha 0 < z < 8, szigortian monoton n6, mert f'(x) pozitiv.
Mivel f(—4) =2 és f(8) = 2, azért a patak legmagasabb vizallasa 2 méter lehet.

/8(2 f(x))d /8 ob Lo _ 3 qo [orr Latm L] s
— o —z’ - — r= |20+ —2" — —x = .
L * ) 1287 32" szt 3|, T

A mederkeresztmetszet teriilete 13,5 m?. 1 6ra alatt a viz 3600 - 2,5 = 9000 méter utat tesz meg. Tehat az atfolyo
vizmennyiség 9000 - 13,5 = 121 500.
Vagyis ez 121 500 m?®, azaz 121 500 000 liter vizet jelent 6ranként.

9. Egy hegyesszogi hdromszdog oldalainak hossza: a = 20, b = 13 és ¢ = 21. A koré irhatd kior kézéppontja O. Az
A csicsbol indulé magassdgvonalnak a koré irt korrel vett A-tol kiilonbézd metszéspontja D. A BO egyenes kioré irt
karrel vett B-t61 kiilonbozd metszéspontja E. Hatdarozzuk meg a BECD négyszog teriletét. (16 pont)

Megoldas. A BECD négyszoget BC atloja két haromszogre bontja. Ezek teriiletének 6sszegével hatérozzuk meg
a négyszog teriiletét.

t=1/s(s—a)(s—b)(s —c) =
=27-7-14-6 = 126,

abc 65

63
ami alapjan m = = valamint R = Ty 6



A Pitagorasz-tételt alkalmazva a BEC derékszogi haromszogre:

2
65 652 —20%-32 25
EC=/(2) —202=/ 22— "= -2
(3) 32 3

A BEC haromszog teriilete:

202 250
2 3

Huzzunk parhuzamost az O ponton keresztiil a BC szakasszal, ez legyen f. Mivel EC' 1 BC, azért f1 EC. EOC ha-
romsz0g egyenlGszara (EO = CO = R), tehat f az EC felez6mer6legese. Ugyanezért f az AD-nak is felez6merdlegese.
Az f egyenes az EC-t F-ben, AD-t G-ben metszi. A magassag talppontja: 7.

25
Az FCTG négyszog téglalap: FC = GT = —.

6
2
m—§:AG:GD:TD+—5,
6 6
25 63 25 64
- =TD=—-"=—.
T3 5 3 15
A BCD héaromszog teriilete:
20- 92 128
2 3

A BECD négyszog teriilete egyenlé a BEC és a BC'D haromszogek teriiletének Osszegével:

250 128 378
T =—+ — = — =126.
BECD 3 3 3
Megjegyzés: 1. Az ABC haromszog és BECD négyszog teriilete egyenld.
2. A feladat megoldhato a koszinusz-, a Pitagorasz-tétel, és a szinuszos teriiletképlet felhasznalasaval is.



