I. rész

1. Egy dltalanos iskoldban a farsangi tomboldn dsszesen 210 tombolaszelvényt adtak el, ezek kézil hdrmat vett
meg Bori. A sorsoldson dsszesen 20 nyertes szelvényt huznak ki, melyek kozil az utolsonek a tulajdonosa kapja meg
a fényereményt.

Hatdarozzuk meg annaok a valdosziniségét, hogy

a) Bori legaldbb az egyik szelvénnyel nyer;

b) Bori mindhdrom szelvénnyel nyer;

¢) Bori nyeri a fényereményt. (12 pont)

Megoldas. a) Szamitsuk ki a komplementer esemény valoszintiségét, s azt 1-b6l levonva kapjuk a keresett va-
l6szintiséget. Ha Bori nem nyert, akkor mind a 20 nyertes szelvény abbdl a 207-b6l keriilt ki, amit nem & vasarolt

meg.

(207) 207-206-...-188
P(Bori nyer) = 1 — P(Bori nem nyer) =1 — 22100 =1- 7210_2023”_191 =
(20) 20!
207-206-...-188 190 - 189 - 188
=1- =1—- ——— =~ 0,2605.
210-209-...-191 210 - 209 - 208 ’

b) Ha Bori mindhérom szelvényével nyert, akkor a tobbi 207 szelvény koziil 17-et huztak ki:

(%) (27 207-206-...-191
P(Bori mindhdrommal nyer) = ~&-172 — 10—
(%0) 20!

~207-206-...-191 20! 20-19-18

= = = ————— ~ 0,00075.
210-209-...-191 17! 210-209 - 208 ’

¢) A 210 eladott szelvény barmelyike egyenls valdszintiséggel nyeri a f6nyereményt, ezek koziil harom darab Borié,
ezért:

3
P(Bori nyeri a f6nyereményt) = 310 0,014.
2. Legyen P olyan  pont a  derékszogi  koordindta-rendszerbem,  hogy a  P-bél  az

22 +y? = 6y —6 és az x° + y* = 2x egyenletd korokhoz hizott érintéknek P-tdl az érintési pontokig terjedd sza-
kaszai mind ugyanakkordk. Igazoljuk, hogy az emlitett tulajdonsdggal rendelkezd P pontok halmaza egy egyenes. Irjuk

fel ennek az egyenesnek az egyenletét.
(13 pont)

Megoldas. Alakitsuk at a korok egyenletét:

2 4 (y — 3)2 = 3, tehat az els6 kor kozéppontja a C1(0; 3) pont, sugara pedig r1 = v/3.

(x — 1)2 +y? =1, tehat a masodik kor kdzéppontja a C5(1;0) pont, sugara pedig ro = 1.

Ha egy kiils¢ P pontbdl érint6t hizunk egy korhoz, akkor a kor kozéppontja, az érintési pont és a P pont egy
(az érintési pontnal) derékszogi haromszoget alkot.

Egy-egy érintési pontot a két korén FE,-gyel, illetve FEs-vel jelolve: PE, =
= PFEs, s mivel PE, = \/PC}? —1? ¢s PEy = \/PC3 — 13, azért PC} —r} = PC3 —r3.




A P(z;y) koordinataju pont tavolsaga a korok kozéppontjaitol:

PC, = \/(x — 0%+ (y—3)°, illetve PCy= \/(x 1%+ (y -0

Ezeket az el6bb kapott egyenletbe visszairva: 22 4 (y — 3)2 -3=(z— 1)2 +y? — 1. Ebb6l rendezés utan a masodfok
tagok kiesnek, és kapjuk: z — 3y + 3 = 0. A keresett tulajdonsagu pontok tehat ezen az egyenesen helyezkednek el, és
ennek az egyenesnek valéban minden pontja megfelel, mert a fenti gondolatmenet 1épései megfordithatok.

Ehhez csak azt kell ellenérizni, hogy PCf — rf > 0, ez pedig teljesiil az egyenes minden pontjara, hiszen példaul
PCl2 — r% = (3y — 3)2 +(y— 3)2 — 3 =10y* — 24y + 15, ami mindig pozitiv, mivel az utobbi kifejezés diszkriminansa
negativ.

Megjegyzés. A kapott egyenes a két kornek az tgynevezett hatvanyvonala, melynek egyenlete a két kor egyenletének
kiilonbsége, s mivel a két kornek nincs kozds pontja, ezért a hatvanyvonalnak sincs a korokkel kézos pontja, tehat az
egyenes minden pontjaboél valéoban hiazhaté érinté a kérokhoz.

3. Hatdrozzuk meg az
f(x) =32% +pr+q

hozzdrendeléssel megadott fliggvényben a p €s a q paraméterek értékét, ha

3 4
/f(:z:) de =13 és /f(a:) dx = 35. (12 pont)
1 2
. PN ) . ) (12 pont)
Megoldas. Az integralok értékébdl egy-egy egyenletet irhatunk fel a két ismeretlen paraméterre:
3

3
2
/(3x2+px+q)d$: |:I3+%+QI:| =(27+45p+3q) — (14+0,5p+q) =
1
1

=26 +4p+2q =13,

azaz 4p + 2q = —13.

4
,’E2 4
/(3:E2+p;v+q)dx: [z3+p—+qx] = (644 8p+4q) — (8 +2p+2¢) =
2 2 2

=56 + 6p + 2g = 35,

azaz 6p + 2¢ = —21. A két egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert megoldjuk, a megoldas: p = —4, g = 1,5, a keresett
fiiggvény hozzarendelési szabalya: f(x) = 32% — 4x + 1,5.

4. a) Hatdrozzuk meg a valds szamoknak azt a legbdvebb részhalmazdt, amelyen az

sin 2x

chos(aH—%)—cos(a:—%)

hozzarendeléssel megadott fligguény értelmezhetd és ezen az értelmezési tartomdnyon adjuk meg a figguény értékkész-

letét. Abrazoljuk a fiigguényt a [—2m;2n] intervallumon.

b) Oldjuk 09
) Oldjuk meg a sin 2z 90089z

cos (x4 F) —cos (z — F)
egyenletet a valds szamok halmazdn. (14 pont)

Megoldas. a) Atalakitjuk a tortkifejezés nevezéjét:

™ ™ ™ . . T ™ . . T
COS :E+E — COS .’IJ—E :COS.’IJ'COSE—SIH.’IJSHI—— COS,’E'COSE-FSHI{ESIH— =

6 6
94 1 .
= —2sinx- - = —sinz.
2
A fliggvény hozzarendelése tehat:
2sinx cosx
——— = —2cos7,
—sinx

ahol sinz # 0, tehat a fiiggvény értelmezési tartomanya:

Dy =R\{kr | k€ Z}.



g]\ f(z) = —2cos (z)
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A fiiggvény értékkészlete: Ry = |—2;2].

Az dbra mutatja a kért intervallumon a fiiggvény képét.

b) Felhasznalva az el6z6 eredményt az egyenlet az ismert trigonometrikus azonossagok alkalmazaséaval az alabbiak
szerint alakithato:

—cosx = cos2x (ahol sinz # 0),
—cosx = cos?x —sin®x = cos® z — (1 — cos? :1:),

0=2cos?z + cosz — 1.

Ez az egyenlet cos z-ben mésodfoki, megoldasai: 0,5 és —1.
Az elsG esetben x = £ + 2kw (k € Z), a masodik esetben viszont sinz = 0 lenne, ami ellentmond a feltételnek,

igy onnan nem kapunk megoldést.
Atalakitasaink ekvivalensek voltak.

II. rész

5. Egy egységnyi oldali szabdlyos hdromszdg oldalait (azonos koruljdrdsi irdny szerint) felosztottuk m : n ardnyban,
€s az osztopontokat dsszekdtve ijabb hdromszoget kaptunk. Ezt az eljdardst gondolatban végtelen sokszor megismételjik
a kapott hiromszogek mindegyikével. A keletkezett hdaromszdgek teriiletének Gsszege az eredeti hdromszdg teriiletének

19
%—szomsa. Hatdarozzuk meg az m : n ardnyt. (16 pont)

Megoldas. Az ABC szabalyos haromszog egységnyi AB, BC és C'A oldalan legyen rendre a P, @ és R pont ugy,
hogy AP=BQ=CR=xé PB=QC =RA=1—2a. Vagyism:n=xz:(1—x).

Nyilvan a PQR haromszog is szabéalyos, hiszen APR, BQP és CR(Q haromszogek egybevigoak (két oldaluk és
a két oldal altal kézbezart szogiik megegyezik),

ezért RP = PQ = QR.

Ebbél kovetkezik, hogy az eljaras folyamén kapott valamennyi haromszog szabélyos lesz, tovabba hasonlésagi
megfontolasok miatt (mivel minden esetben m : n ardnyban osztjuk a haromszogek oldalait) a keletkezett haromszogek

oldalai egy mértani sorozatot alkotnak, melynek hanyadosa ¢ =

AB’

Hasonl6 sokszogek teriiletének aranya a hasonlosag ardnyanak négyzetével egyenls, ezért a keletkezett haromszogek

teriiletei egy olyan mértani sorozatot alkotnak, melynek hanyadosa ¢? = (E)Z < 1.

Tekintsiik e mértani sorozat részletosszegeinek sorozatat egy végtelen mértani sornak. Tekintsiik els6 elemnek az

eredeti haromszoget, igy a végtelen mértani sor Osszege az eredeti hdromszog teriiletének, tehat a sorozat elsé elemének
49

a %-SZOYOS&. 49
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19
amibdl kapjuk, hogy ¢> = —, azaz q = (hiszen a g < 0 ebben az esetben nem értelmezhetd).
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19
Minden berajzolt haromszog teriilete tehat 4—9—szerese az el6z6 haromszog teriiletének, oldalhosszisaga pedig —

V19
—

szerese a megel6z6 haromszog oldalhosszisaganak. Ezek szerint: PR =

Az APR haromszogben irjuk fel a koszinusztételt:

2
(@) =22+ (1— 3:)2 —2x(1 — x) cos 60°.

2 5
Elvégezziik a miveleteket, beszorzunk és nullara rendeziink: 0 = 492% — 49z + 10. Az egyenlet gySkei: z = - és T = -

Tehat m:n=xz:(1—xz)=2:5 (vagy 5:2).

6. a) Hatdrozzuk meg az x értékét gy, hogy 16-25%, 133-10" és 250-4 (ebben a sorrendben) egy szdmtani sorozat
eqgymast kovetd elemei legyenek.

b) Egy szémtani sorozat elsé eleme 16, differencidja 117. A sorozat elsd n elemének dsszege 371 000. Hatdrozzuk
meg n értékét. (16 pont)

Megoldas. a) A feltételek szerint: 133 - 107 — 16 - 25 = 250 - 4° — 133 - 10”. Nullara rendezve: 0 = 16 - 25 — 266 -
10% 4 250 - 4%,

Osszuk végig az egyenletet (a biztosan pozitiv) 4%-nel:

2z T
25% 107 5 )
0—16-4—96—266-4—14—250—16-(5) —266-(5) + 250.

O\z 125
Ez az egyenlet (5) -ben masodfoki, megoldasai: — és 1.
Az els6 esetben az © = 3, a méasodikban az x = 0 adodik.
Mindkeét esetben valoban szamtani sorozatot kapunk (250 000; 133 000; 16 000, illetve 16; 133; 250).
b) A szamtani sorozat Osszegképlete szerint:
201+ (n—1)-d]-n [32+117(n—1)] - n

S, = - = 371 000.
2 2

Kettovel beszorozva és a miveleteket elvégezve, majd nullara rendezve:

117n% — 85n — 742 000 = 0.

9275

—— &~ —79.27).
117 79,27)

Ennek a pozitiv megoldasa az nq = 80 (a masik gyok negativ: no = —
Tehat a sorozat elsd 80 tagjanak az Osszege 371 000.

7. Egy étoldali szabdlyos gula minden éle egyenld.
a) Mekkora szdget zdrnak be a szomszédos oldallapok?
b) Mekkora szdget zdr be egy oldalél az alaplappal?
c¢) Eqy o6lombdl készitett papirnehezék alakja éppen ilyen szabdlyos dtoldali gila, melynek minden éle 1,5 cm hosszi-
sdgu. Hdiny darab papirnehezék onthetd 1,5 kg dlombdl, ha a midvelet sordn a tapasztalatok szerint 9% veszteséggel kell
szamolnunk? (Az dlom sirdsége 11,3 g/cm®.)
(16 pont)

Megoldas. a) Legyen a gula alaplapja az ABC DE szabalyos 6tszog, csicsa az F' pont, oldalélének hossza a. Két

oldallap szogét a metszésvonalukra (tehat a kozos élre) a két lap sikjaban allitott merdlegesek szoge hatarozza meg.
Az AF élre annak P felezGpontjaban az AFE, illetve az ABF lapok sikjaban allitott merdlegesek éppen az AFFE

V3

és ABF haromszogek magassagai, hiszen az oldallapok szabalyos haromszogek, ezért PE = PB = —a.
EAB sz6g a szabalyos 0tszog egy bels6 szoge, tehdt 108°-0s. Az EAB haromszogben irjuk fel a koszinusztételt
a BF oldalra:




BE?*=0d>+a’>—-2-a-a-cos108° ~ 2,618a?, ebbsl BE ~1,618a.

V541
2

(Ismert, hogy a szabélyos Otszog atloja és oldala az aranymetszés aranyaban all egymaéssal, vagyis a BE = a

pontos értékkel is szamolhatunk.)
EBP haromszogben felirva a koszinusztételt a keresett BPE szogre:

9. (@a)z - (@602 _ _E ~ —0,7454,

cos BPE< =
2 (fa) (Sa) ’

ahonnan BPE< ~ 138,19°.
Tehéat a két szomszédos oldallap altal bezart szog kb. 138,19°.
b) A gula csucsanak az alaplapon vett mergleges vetiilete legyen T'. A keresett szog ekkor pl. a TAF' szog.
Az AT szakasz hosszat kiszamolhatjuk az FAT egyenl@szara haromszoghdl, melynek alapon fekve szogei 54 fokosak:

a

—% = ©° = —
AT cosb4°, ahonnan AT 5 oo B4° 0,8507 a,
AT 0,8507a
TAF<q = — = = = 0,8507
cos < AF a , )

ahonnan FAT'< ~ 31,71°. Egy oldalélnek az alaplappal bezért szoge tehat kb. 31,71°.

¢) A gila alaplapja egy szabalyos 6tszog, mely a kdzéppontjabol a csicsokba hiizott szakaszokkal 6t darab egy-
bevago egyenldszara haromszogre bonthato. Ezek szara (0,8507 a) és szarak altal bezart szoge ismert (72°), teriiletiik
a trigonometrikus teriiletképlettel meghatarozhato.

A gula magassaga az AF'T haromszoghol Pitagorasz-tétellel meghatarozhato:

m=TF = \/AF? — AT? ~ \/a? — (0,8507a)* ~ 0,5257 .

Ha a = 1,5 cm, akkor egy ilyen gila térfogata:

AT? sin 72° : o
V= T -m _ 5. F—5+—= TF - 5 -sin 72° - 0,85072 - 0,5257 - a3 ~ 1,02 e,
3 3 6
i . 1500 3 1 R . . .
1,5 kg = 1500 g 6lom térfogata: V = i3 ~ 132,74 cm”. Kilenc szézalék veszteséggel szidmolva a hasznos térfogat
’ 120,8
132,74 - 0,91 = 120,8 cm?®. Az ekkora térfogata 6lombol elkészithet nehezékek szama legfeljebb T = ~ 118,4, azaz

118 darab papirnehezék készithets 1,5 kg 6lombol. ’

8. Bergengdcia legnagyobb tavdinak négy idildvarosdt hajojaratokkal szeretnék dsszekdtni. Minden jarat kozvetlendl
két telepiilést kot Gssze gy, hogy kozben harmadik vdrost nem érint (a jdratok oda-vissza kézlekednek). A hdlozatban
mukddd jaratok szama 0-tol 6-ig barmennyi lehet.

a) Hany kilonbozd jarathdlozat alakithatd ki? (Két hdlézat akkor kilonbozé, ha van legaldbb egy olyan jdrat, mely
az egyik hdlozatban kozlekedik, a mdsikban nem.)

b) Az dsszes lehetséges jarathdlozat hdnyadrésze lesz dsszefiiggd? (Egy haldzat akkor dsszefiiggd, ha — sziikség esetén
dtszdlldssal — barmely vdrosbél barmely mdsik vdrosba el lehet jutni.)

¢) Takarékossdgi okokbdl végiil ugy dontenek, hogy a lehetd legkevesebb jaratot inditjdk el ahhoz, hogy a hdldzat még
dsszefiiggd legyen. Hdany kilonbizd jarathdlozat alakithato igy ki? (16 pont)

4
Megoldas. a) A négy telepiilés kozt ( 2) = 6 kiilonboz6 jarat indithaté. Ezek mindegyike egymastol fiiggetleniil

vagy része a halozatnak, vagy nem része, tehat 26 = 64 kiilonboz6 jarathalozat alakithato ki.
Megjegyzés. Ugyanezt az értéket kapjuk, ha a jaratok szdma szerint 6sszegezziik a lehetséges halézatokat:

)+ (0)+ (O) s () =

b) Tekintsiik a halozatot egy grafnak, ahol a telepiilések a pontok, a jaratok pedig az élek. A lehetséges 4 pont,
Osszefiiggs, egyszert grafokat keressiik.
A 4 pontu grafok koziil minden legalabb 4 éli biztosan Osszefiiggs, ezek szama

(5)+ () () =

6
a legfeljebb 2 éliek pedig semmiképpen nem Osszefiigg6ek. ( 3) = 20 db 3 éli graf van, melyek koziil azok nem

Osszefiiggbek, amelyek 3 varost kotnek Ossze. Ezek szadma 4, azaz 16 db 3 éld Osszefiiggd graf van.



Az el6bbi tipusbol 4 kiilénb6zd van aszerint, hogy melyik pontbol indul a 3 él.
A maésodik tipusnal a legelsé pontot 4, a méasodikat 3, a harmadikat 2-féleképpen valaszthatjuk ki, de ugyanezt
a grafot kapjuk, ha a sort a masik végérsl kezdjiik el felsorolni. Igy ezek szama =12.

A feltételeknek megfelels Osszes lehetséges kiilonbozd jarathalozat szama tehat 22 + 16 = 38, azaz a haldzatok
38 19

64 32
¢) A pontosan 3 éli halozatok felelnek meg a feltételeknek, ezek szédma (az elébbiek szerint): 4 + 12 = 16.

-ed része Osszefiiggd.

9. Murmur ur telkét a szomszéd telkétol egy 180 cm magas kerités vdlasztja el. Milyen szogben kell a keritéshez
tdmasztania a 390 cm magas paravdnjdt, ha azt szeretné, hogy az a szomszéd kertjére a lehetd legnagyobb drnyékot
vesse, feltéve, hogy a Nap éppen figgdlegesen siut? Hany méterre nyulik be a szomszéd telkére ez az drnyék? (16 pont)

Megoldas. Vilasszuk ismeretlennek a paravan és a kert vizszintes sikja altal bezart a szoget. A paravan altal
da

d
vetett teljes arnyék legyen d;, ebb&l Murmur ur kertjébe esik dy, ahol cosa = — és ctga = Ts0"

1
A szomszéd kertjére es6 arnyékot megado fiiggvény tehét: 390
fla) =dy —da = 390cosa — 180 ctgar  (0° < v < 90°).

Ennek ott lehet szélsGértéke, ahol a derivaltja nulla:

180
f'(a) = =390sina + —— =0,
sin” o

aAZazZ

. 3/180
= — ) 2
sin « 390 0,7728,

390

180

o da

dy

ahonnan « = 50,6°. Ekkor a szomszéd telkére f(50,6°) ~ 99,7 cm-re, tehat kb. 1 méter mélyre nyulik be az arnyék.

Az f masodik derivaltja
360 cos

3

1" (a) = =390 cos v — —
sin® o

smivel f”(50,6°) < 0, azért a taldlt érték valoban maximumbhely, tehat 50,6°-o0s szogben kell Murmur trnak a keritéshez
tamasztani a paravanjat.



