I. rész

1. Szamitsuk ki szdmologép haszndlata nélkil a kovetkezd kifejezések pontos értékét:

2V2 2V2
a= - ,
3-2v2 3422
b= (027" 31254 — V642 — 1) : 27,

c= —4~sin% -1g0,01.

(11 pont)
Megoldas. A nagy négyzetgyok alatt végezziik el a kivonast:

_\/ 22 23 [2A(B+2v2) —2v2(3-2v2)
S EECN A NN A B-2v2)3+2v2)
_\/6\/54—2:2\/54—8_\/1—_4'

Alkalmazzuk a negativ és a tortkitevékre tanult definicidkat:

1)1,
b= (027131254 — V642 —1) 27 = (3) _

2
5-5% — (26)3

—1 125-16—1

27 27 4

Tudjuk, hogy
Sinm—w_Sin 7—7T+5 2 —sim7—7r——simz——1
6 6 T)TERE T T T Ty

67 1 1
c= —4-sin% 1g0,01 = —4- <—§> 1gl072 = —4- (—5) - (=2) = —4.

2. Oldjuk meg a valds szdimok halmazdn az aldbbi egyenletet:

cos?x + 4 - —3cos?z + 3sinx — 4

sin®x — 4 cos?2x + 3

(12 pont)

Megoldas. Tudjuk, hogy cos® z = 1 — sin® z, ezért a jobb oldalon all6 tort nevezdje:
cos?x +3 =4 —sin’z.
Vagyis az egyenletet a kovetkez6 alakban is irhatjuk:

cos?x +4 _ 3cos?z —3sinz +4

sin®x — 4 sin®x — 4

Mivel —1 < sinz < 1, azért a tortek minden valos = esetén értelmezettek lesznek, hiszen a nevez§jiik nem lesz nulla.
A két oldal nevezGje egyenls, ezért akkor lesz a két tort egyenld, ha a szamlalok is egyenldk:

cos’z +4 =3cos’z — 3sinz + 4,

0 =2cos®x — 3sinz.
Ismét alkalmazhatjuk, hogy cos®z = 1 — sin® z, ekkor a kovetkezd, sin z-re méasodfoki egyenletet kapjuk:
2sin®z + 3sina — 2 = 0.

Alkalmazzuk a megoldoképletet:

_ -3+9F16 -3%5
- 4 T4

(sinx),.



Két lehetdséget kapunk:
L. sinz = —2. Ez nem ad megoldast.

II. sinx = % Ekkor

T = % 4 2km,  ahol k€7,
Tg = 5% + 2]{327'(, ahol ko € Z.

3. Egy hdromjegyd szam mnégyszereséhez 36-ot kell adnunk, hogy a szdmjegyeibdl a forditott sorrendben alkotott
hdromjegyi szimot kapjuk. Melyik volt az eredeti hdromjeqyd szam? (14 pont)

Megoldas. Az eredeti haromjegyt szamot jeldljiik abc-vel, ahol a, b, ¢ a szam szamjegyeit jeloli. Mivel abc és cba
is haromjegyi szam, azért a # 0, ¢ # 0. A feladat szovege alapjan a kovetkezd egyenletet irhatjuk fel:

4 - abc + 36 = cba.
Vegyiik figyelembe a helyiértékeket:

4-(100a + 10b + ¢) + 36 = 100c + 10b + a,
400a + 40b + 4¢ + 36 = 100c 4 10b + a,
399a + 30b + 36 = 96¢.

Mivel a jobb oldal legnagyobb értéke 96 - 9, azaz 864 lehet, azért az a értéke vagy 1, vagy 2 lehet.
I. eset: a = 1. Ekkor az egyenlet:

399 -1 + 300+ 36 = 96¢,
300 4 435 = 96¢.

A bal oldal oszthato 5-tel, ezért a jobb oldalon az eddigi feltételeink alapjin csak a ¢ = 5 johetne szoba. Fejezziik ki

a b-t:
_96-5—435

30

Ebben az esetben nem kaptunk megfelel6 haromjegyi szamot.
II. eset: a = 2. Ekkor az egyenlet:

b 1,5.

399 - 2 + 30b + 36 = 96¢,
30b + 834 = 96¢.

Mivel a bal oldal 834-nél nem kisebb, csak a ¢ =9 johet szoba. Ekkor a b-t is megkapjuk:

b:96~9—834:1
30

Vagyis a feladat egyediili megoldasa a 219.
(Valoban: 4 - 219 + 36 = 912.)

4. Csicsainak koordindtdival adott egy hdaromszog: A(1;2), B(13;2), C(5;10). Szamitdssal igazoljuk ebben a hdrom-
szogben, hogy az MK szakasz K ponthoz kizelebbi harmadolé pontja az ABC hdromszég S silypontja lesz. (M a ma-
gassdgpontot, K a hdromszdg koré irt kor kézéppontjdt jeloli.) (14 pont)

Megoldas. Készitsiink dbrdt. Mivel AB oldal parhuzamos az z tengellyel, azért az M magassagpont rajta van
a C csicsra illeszkeds y tengellyel parhuzamos egyenesen. Ez azt jelenti, hogy az M pont elsé koordinataja egyenld
a C cstcs els6 koordinatajaval, ami 5. Irjuk fel az A csucsra illeszked6 magassag egyenletét. Ez a magassag meréleges
a BC egyenesre, ezért a C-bol B-be mutato vektor az egyik normélvektora lesz. A megadott koordinatékkal ez a (8; —8)
vektor, aminek vehetjiik a nyolcadat, hiszen az is merdéleges lesz a kérdéses magassagra. Az A(1;2) pontra illeszkedd,
n(1; —1) normalvektora egyenes egyenlete: © —y = —1. Mivel az M pont erre az egyenesre is illeszkedik, és az els6
koordinatajat mar ismerjiik, azért a masodik koordinatat is megkapjuk behelyettesitéssel: M (5;6).
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Mivel AB oldal parhuzamos az z tengellyel, azért a K kozéppont rajta van az AB szakasz y tengellyel parhuzamos
felez6 merélegesén. Vagyis a K pont els6 koordinataja egyenls az A és a B csics els6 koordinatainak szamtani kézepével,
ami 7. Irjuk fel a BC oldal felez6 merdlegesének egyenletét. Ez az egyenes parhuzamos az A-ra illeszkedd magassaggal,
ezért normalvektoraik megegyeznek. Meghatarozzuk a BC' oldal felez6pontjanak koordinatait a megadott csicsokkal:
(9;6). Vagyis a felez6 merdleges egyenes egyenlete: x —y = 3. Mivel a K pont erre az egyenesre is illeszkedik, és az elsé
koordinatajat mar ismerjiik, azért a mésodik koordinatat is megkapjuk: K (7;4).

Az M és a K ismeretében irjuk fel az M K szakasz K-hoz kozelebbi S’ harmadolépontjanak koordinatait:

G (2745 2:446
3 7 3 )

, (19 14
s ()

Végezetiil szdmoljuk ki az ABC haromszog S stlypontjanak koordinatait:

Vagyis a keresett harmadolopont:

G(1H13+5 242410
3 3 '

19 14
S|—=—;= |-
(:3)
Ezzel az allitast igazoltuk.
Megjegyzés. Altaldban is igazolhat6, hogy az M, K, S pontok egy egyenesre, az Euler-egyenesre illeszkednek, és
az S az M K szakaszon a K-hoz kizelebbi harmadol6 pont. Most azonban nem hivatkozhattunk erre, mert a feladat
kérése az volt, hogy szamitassal ebben a megadott haromszogben igazoljuk az allitast.

A héaromszog sulypontja:

II. rész

5. Az abran ldthaté épitményt hdrom derékszdgi vonalzébol gy raktuk dssze, hogy az azonos hosszusdgu befogo-
jukndl illeszkedjenek eqymdshoz, a tovdbbi befogok pedig az asztallapon legyenek.

B D
c

A kézépsd vonalzo egyenld szdri, az eqyik szélsdnek a hosszi, a mdsiknak a révid befogdja érintkezik az asztallappal.
Az abrdn ldthato A, B és C pontok egy egyenesre illeszkednek, és AB = BC = 8 cm.

a) Adjuk meg az ADE, BDE és CDE derékszogi@ hdromszigek teriletének ardnydt.

b) Milyen magasan van az asztallap folott az E pont? (16 pont)



m

Megoldas. a) Készitsiink vdzlatrajzot. Az ADE derékszogi haromszogben: tg30° = 1D

kifejezhets az m segitségével:

. Vagyis az AD hossza

m
D= = 3.
te 30° mv3
Hasonléan adédik a BDE és a CDE derékszogl haromszogekben a BD és a C'D szakaszok hossza: BD = m,

m
CD=—.
V3

Ezek segitségével a teriileteket is fel tudjuk irni. Mivel a teriiletek ardnyat kell megadnunk, azért most kényelmesebb
a teriiletek kétszeresével szamolnunk:
Az ADEFE teriiletének kétszerese: 277 =

A BDF teriiletének kétszerese: 275 =

33

EIRS

A CDEF teriiletének kétszerese: 273 =
Ezek alapjan a teriiletek aranya:
1
Tl:Tg:ngx/g:l:ﬁ:?):\/g:l.

b) Az dbrdn lathato jeloléseket hasznalva (és felhasznalva, hogy az AD, BD és CD szakaszok hosszat ki tudjuk
fejezni az m segitségével) alkalmazzuk az ABD és a C BD haromszogre a koszinusz-tételt az ABD haromszogre:

(m\/§)2:82+m2—2~8'm-coss,

3m? =64 +m? — 16m - cose.

A C'BD héaromszogre:

—
EE
~—%

=82+ m?*—2-8-m-cos(180° — ¢),
=64+ m? — 16m - cos(180° — &),

=64+ m? + 16m - cose.

SERSE

Adjuk Gssze a koszinusz-tétellel felirt két egyenletet:

10m?

=128 + 2m?, m? = 96.

Igy megkaptuk a keresett magassagot: m = v/96 ~ 9.8.
Vagyis az F pont az asztallapja fo6lott kb. 9,8 cm magasan van.



6. Tekintsiik az f(x) = 2 hozzdrendelési fiigguény grafikonjdra illeszkedd, az

An(=n; f(=n)), Bn(n;f(n)), Cu(n+1;f(n+1)), Du(—n—1;f(-n—1))

pontok dltal meghatdrozott hirtrapézokat (n pozitiv egész szamot jelol). Az A, B,CynD,, kérilirt korének sugara le-

gyen .
a) Adjuk meg az r1 + ro + r3 dsszeget.

2, .2 2
+ri4o 4
nrr "n hatdrértéket.

b) Hatdrozzuk meg a lim 3
n—00 n

Megoldas. a) A feladat szovegét értelmezve készitsiink egy dbrdt.

Ds Cs

K3
N
101
Dy = As C> = B3

K>

2

Dy = Ay Cr= B>

K
1\Tr1

Ay ‘B
—4 -2 0] 2 4 =

(16 pont)

Az A B;C1 D, hurnégyszog koriilirt korének kozéppontja: K1 (0; k1). Tudjuk, hogy r1 = K1B1 = K1Cy. A koordi-

natakkal kifejezve:

V=024 (1= k) = /2= 0 + (4 — k)%,
1+1—2k; +kf=4+16— 8k + k7,
ky = 3.

Vagyis K1(0;3), ésry = K1 B; = V5.

Az A3 BsC5 D5 hiirnégyszog koriilirt korének kozéppontja: Ko(0; k2). Tudjuk, hogy ro = KaBy = KoCy

natakkal kifejezve:

VE= 02+ (4—k)* = /(3-0)° + (9 — ka)*,
4416 — 8ky + k3 =9 + 81 — 18ky + k3,
ko =17.

Vagyis K2(0;7), és ro = KoBs = V13.

Az A3B3C5D3 hurnégyszog koriilirt korének kozéppontja: K5(0; k3). Tudjuk, hogy r3 = K3B3z = K3Cj3

natakkal kifejezve:

\/(3 — 02+ (9—ks)® = \/(4 —0)® + (16 — ks)?,
9 + 81 — 18ks + k% = 16 + 256 — 32k3 + k2,
ks = 13.

Vagyis Kg(o, 13), és r3 = K3B3 = 5.
Ezek alapjan: r1 + 1o + 173 = V5+V13+5~ 10,84.

. A koordi-

. A koordi-



b) Az el6z6 részben latottak alapjan jarunk el most is. Az A, B,,C,, D,, hurnégyszog koriilirt korének kozéppontja:
K, (0; k). Tudjuk, hogy r,, = K,,B,, = K,,C,,. A koordinatakkal kifejezve:

\/(n—0)2—|—(n2—kn)2:\/(n+1—0)2+(n2—|—2n—|—1—kn)2,

n2—|—n4—2n2kn—|—ki:n2—|—2n—|—1+(n2—|—2n—|—1)2—2kn(n2+2n—|—1)—l—ki,
(4n + 2)k,, = 4n® + 6n% + 61 + 2,

2430 +3n+1 Cn+1)(n®+n+1)
B 2n + 1 B 2n+1

kn, =n?+n+1.

Vagyis K, (0;n” +n+1),ésrp = (n — 0)* + (n®—n*—n-— 1)2 =n2+(n+1)>%
Most mar felirhatjuk a tort szadmlaléjaban szerepld Gsszeget:
P22 = (12428 + (2243 4+ (24 (n+1)P).

A zarojeles kifejezések els6 tagjai 1-t6l n-ig a négyzetszamok Osszegét adjak, a masodik tagjai pedig 1-t6l (n + 1)-ig
a négyzetszamok Osszegénél 1-gyel kisebb Osszeget adnak:

1)(2 1 1 2)(2 3
S SRR B G >6<n+ ), (n+ )(nz )2n+3) | _
(n—|—1)(2n2—|—n+2n2—|—7n—|—6)—6_
= 5 =
_ 4n? +8n? +6n+4n®+8n+6—6 _ 2n3 + 6n% + Tn
B 6 - 3 '
Ezt a képletet és a hatarértékre vonatkozo tételeket felhasznélva:
ot rd 42 P64+ 24345 2
lim 3 = lim ———— = lim —2—"2~ = —.,
n— o0 n n— o0 3n3 n—00 3 3

7. Egy terepasztalon az dbran ldthato folt egy to alakjat mutatja. Ha ezt a sikidomot 1 cm egységi koordindtarend-
szerbe helyezziik, akkor a hatdrvonaldt az
flz)=2"—22° 4+ 2 +3
és a
g(x) = —2* + 2+ 15
hozzarendeléssel adott fiigguények grafikonja adja.

A

-21/ 2 0 2 qx

a) Milyen messze van egymdstdl a grafikonok metszéspontja?
b) Mekkora a folt terilete? (16 pont)



Megoldas. a) Sziikségiink van a két fiiggvény grafikonjanak a metszéspontjaira. Ezért a kovetkezs egyenletet kell
megoldanunk:

x4—23:2—|—a:—|—3:—:1:2—|—:1:+15,
-2 —12=0,
(22 —4) (22 +3) = 0.
Vagyis 1 = —2, 19 = 2.

Ezeken a helyeken a kozos fiiggvényértéket visszahelyettesitéssel kapjuk:

f(=2)=9(=2)=9,  [f(2)=4(2) =13
A metszéspontok: M7 (—2;9), M2(2;13). Ezek tavolsaga:

MM, = \/(—2 —2)2 4+ (9-13)° =V32~5,7.
A két metszéspont kb. 5,7 cm-re van egyméstol.

b) A g(x) fliggvény és az f(x) fliggvény [—2; 2] intervallumban pozitiv, igy a gorbe alatti teriiletek kiilonbségét véve
megkapjuk a kérdéses teriiletetl]. Ezt hatarozott integrallal tudjuk meghatarozni:

2 2 2
T:/(—x2+x+15)d;v—/(;v4—2:102+:E+3)dx:/(—:E4+:E2+12)d;v=
—2 —2

—2

a5 a3 2 25 23 (=2 (=2)°
S 12| =S4 g Y Lo
{5+3+ :v]2 SR S S+
32 8 328 64 16

- — 448 = —— 4 448 =40,53.
Erz - tg+48 =g T48=4053

Vagyis a folt teriilete kb. 40,53 cm?.
8. Adjuk meg a p valds paraméter értékét gy, hogy az
zy+zr+y+2=0,
z—p=y(pr+1)
egyenletrendszernek pontosan egy valds (x;y) szdmpdr legyen a megolddsa. (16 pont)
Megoldas. Mindkét egyenletbdl kifejezziik az xy-t:
zy=—xc—y—2, iletve pry=z—y—p.
Ha p = 0, akkor a fenti egyenletb6l az x = y addédna, de ezt behelyettesitve a masik egyenletbe nem kapunk megoldast.
Ha p # 0, akkor zy = S kapottak alapjan:
p
ToYSP_ .,y
p

T—y—p=—pr—py—2p,
(p—1)y=—x—pxr—p.

Ha p = 1, akkor pontosan egy szampar a megoldasa az egyenletrendszernek:

1
z 5’ Y

e — pp —
Ha p # 1, akkor y = # Ezt visszahelyettesitjiik az eredeti egyenletrendszer elsé egyenletébe:
p—

z(—z —px —p) —r—pr—p
p—1 p—1




Szorozzunk (p — 1)-gyel, végezziik el a beszorzasokat, 6sszevonasokat és rendezziik a kovetkezs alakra:

(p+ 12>+ (p+2)x+ (2—p) =0.

Ha p = —1, akkor pontosan egy szampar a megoldasa az egyenletrendszernek:
1
= -3, =——.
x y 5

Ha p # —1, akkor az egyenlet masodfoku. Egyféle z-et akkor kapunk, ha a diszkriminans nulla:

D=(p+2°—4p+1)2-p)=5p° —4=0.

esetén kovetkezik be.
S22

9. Az egységsugari gémbbe olyan kupot irunk, amelyben a tengely és az alkotd szoge o. Adjuk meg a kup felszinét
és térfogatdt sin o fiigguényében. (16 pont)

2 2
Ez p; = _ﬁ7 vagy p2 = ﬁ

Tehat a p lehetséges értékei: —1,

Megoldas. Készitsiink vdzlatrajzot a térbeli abra tengelyre illeszkeds sikmetszetérdl.

A keriileti és a kozépponti szogek kozotti Osszefiiggést hasznalva, ha ACT< = «, akkor AKT< = 2. Az ATK
derékszogli haromszogben:
r= % = sin 2a.

Az ATC derékszogl haromszogben sina = Z, vagyis
a

r sin 2« 2 sin « cos
a= — = — = - = 2cosa.
sin o sin o sin o

Az ATC derékszogil haromszogben tg o = L, vagyis
m

r sin2a  2sinacos?a 9
=——=—0_= - = 2cos” a.
tg o Sin «
COS &

Most mér felirhatjuk a felszint és a térfogatot a segitségével. A feladat kérésének megfelelGen a kapott kifejezéseket
ugy alakitjuk, hogy csak szinusz szogfiiggvény maradjon benniik:

A =7r(r+a) = wsin2a(sin 2« 4+ 2 cos @) = 27 sin acos a2 sin wcos a + 2 cos o) =
= 4rsinacos? a(sina + 1) = 4rsina(l — sin® a)(sina + 1).

. . ) ) 2
r?mm  2mwsin®2acos’a 8msin?acos?acos’a  8mwsin® a1 — sin® )

V=—3—+ 3 - 3 - 3




