A telitaldlatos szelvény:
1,2,X, X,2,X, 2,X,1, 2,2.X, 2,2

A legtobb (13) taldlatot Fehér Zsombor (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.) és Sal Kristéf (Budapesti
Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) érte el.
Az aldbbiakban révid dtmutatdst adunk a feladatok megolddsdhoz.

1. ABCD deltoidunk hurnégyszog, ezért az AC szimmetriatengelye a koriilirt kbrben atmérd, tovabba a B cstcsnél
levs szoge derékszog. Legyen még a koriilirt kor kozéppontja O, a beirt koré — szintén a tengelyen — K, és legyen
KC < KA, sugaraik 1, illetve r, végiil a beirt kor érintési pontja az AB oldalon F, a BC-n F.

A KF ésa KF sugar parhuzamos a BC| illetve a BA oldallal, ezért AK E és K C'F hasonl6 derékszog haromszogek:

AE:KE =KF :CF,
AE-CF = KE-KF =r2.

Az atfogok pedig 1 4 r, illetve 1 — r, mert O rajta van a beirt koron és K az OC sugéron, igy

AE.OF:\/(1+r)2—r2-\/(1—r)2—r2: (1+2r)(1 —2r).

Ezeket egybevetve r?-re masodfoku egyenletet kapunk, és abbol
1—4r? =4, r=1/V5—2~0,4859,
(r? masik értéke negativ).

Most mar a deltoid A csicsanél levs a szogre

L« r
sin — = ,
2 1+r

o~ 38,17°,

a C-nél levs szog ennek kiegészitG szoge, vagyis ennél nagyobb.

2. A rugdkat egyforma nagysagu erd fesziti, és ha ez nem 3 N lenne, akkor a kozéps6 rugéd végpontjai nem lennének
egyensilyban.

3. Jeloljiikk T-vel a keresett telefonszamot. T' 3-mal osztva 0, 1 vagy 2 maradékot adhat. Tudjuk azt is, hogy T
paratlan, tehat 4-gyel osztva paratlan maradékot ad. Eszerint a szoban forgo k6z6s maradék 1.

A feltételbdl kovetkezik, hogy T — 1 oszthaté 3-mal, 4-gyel, 7-tel, 9-cel, 11-gyel és 13-mal. Egyel6re csak annyit
hasznéalunk f6l, hogy T — 1 oszthato 7 - 11 - 13 = 1001-gyel: 1001 hatjegyd tobbszorosei ABCABC' alakiak. Mivel
T péaratlan, nem végzdik 0-ra, és igy T — 1 és T csak az utolsé szamjegyiikben kiilonboznek. Igy A = 7, B = 2, tehat

T—-1=72C172C.
A 9-cel val6 oszthatosag miatt T — 1 jegyeinek Osszege is oszthatd 9-cel. Mivel

T4+2+C+T7+2+C=18+2C,

LA kérdések a 26. oldalon talalhatok.



igy 2C is 9 tobbszorose. Ez csak a C' = 0 vagy a C = 9 esetben lehetséges, de T' — 1 utolsé jegye paros. Ha C = 0,
akkor valamennyi feltétel teljesiil, azaz T = 720 721.

4. A tomegkozéppont mindkét esetben
oo
p=_-52" 41
4 00+ 01
tavolsagra lesz az £ hosszi, 01 és go strtiségi részekbdl allo pélca kézéppontjatol.
5. Az alabbi egyenletrendszert kell megoldanunk, ahol z a 10, y a 20, z az 50, végiil ¢ a 100 forintos érmék szamat
jeloli:
(1) r+y+z+t=5,
(2) 10z 4+ 20y + 50z + 100t = 170.

A masodik egyenlet tizedrészébdl kivonva az elsét, kapjuk az eredetivel ekvivalens

(1) x4+y+z+t=0>5,
(3) y+4z+ 9t =12
egyenletrendszert.

A megoldéasok nem negativak, igy (3) alapjan ¢t < 1. Két esetet kiilonboztetiink meg, aszerint, hogy ¢t = 1 vagy
t=0.
a) Ha t = 1, akkor egyenletrendszeriink igy alakul:

(la
(3a

) r+y+z=4,

) y+4z=3.
(3a) alapjan z < 1, igy 2 =0, és y = 3, végiil (1a) szerint z = 1.
b) Ha t = 0, akkor egyenletrendszeriink:

(1d) x4+y+z=0>5,
(3b) y+4z = 12.

(3b) alapjan y = 12 — 4z, emiatt y oszthato 4-gyel. Mivel (1b) szerint y < 5, igy y = 4, vagy y = 0. Ha y = 4, akkor
z =2, de (1b)-b6l y + z < 5, tehat igy nem kapunk gyokot.

Ha y = 0, akkor z = 3, igy (1b)-bdl = = 2.

Minden lehetGséget végignéztiink, igy az egyenletrendszernek két megoldasa van. Ezek:

1 =1 y1=3; z1=0; t1 =1,
To = 2; Yo = 0; zo = 3; to = 0.

6. Ha a tollpihe valamilyen allandésult palyan mozog, akkor ez csak kor lehet, hiszen ilyenkor a tollpihe az ostor-
nyéllel egyiittforgd koordinata-rendszerbdl szemlélve dll. A tollpihe elhanyagolhatéan kicsi témege miatt a Newton-
egyenletben a nehézségi eré és ma helyébe nullat irhatunk. A mozgésegyenlet tehét erre az allitasra egyszertisodik:
a cérnaszalban hato erg és a kozegellenéllasi ers eredGje nulla.

A cérnaszal egyenese a tollpihe palyakorének érintGje. A palyakor sugarat az dbrdn lathaté (R = 100 cm atmeérdji)
k1 Thalész-kor és az ostornyél mozgasban levs vége koriili L = 80 cm sugari ke kor metszéspontja adja meg; nagysaga:

r=+vR?— L2 =060 cnm.



(Ha a cérna hosszabb lenne, mint a palca, akkor a tollpihének nem alakulhatna ki stabil, allandésult palyéja.)

7. Probaljunk meg tetraédert épiteni az adott élekbdl. Nem szerepelhetnek ugyanabban a haromszogben a 2 cm-es
és a 8 cm-es élek, hiszen a 2 cm-es élt a tObbi négy koziil még a legnagyobb, a 6 cm-es él sem egésziti ki 8 cm-nél
hosszabbra, marpedig egy haromszogben két oldal 6sszege nagyobb a harmadiknal. Jel6ljiik a 2 cm-es él végpontjait
A-val, B-vel, a 8 cm-eséit C-vel, D-vel, tudjuk mar, hogy ezek kiilonbo6zGek.

D

A t6bbi 4 él mindegyikének az egyik végpontja az A, B, a méasik a C', D pontok koziil vald. Vélasszuk tgy a betiizést,
hogy a 3 cm-es él két végpontja A és C legyen. Az ABC haromszog harmadik oldala, BC' most mar csak a 4 cm-es
él lehet, hiszen a masik ketté mellett az AB + AC = 5 cm-es 6sszeg tul kicsi lenne. Ugyancsak kevés az 5 cm-es él
az AC'D haromszog harmadik oldalanak, igy AD = 6, BD = 5. Ezek mellett az ABD haromszogben AD = 6 cm,
AB+ BD =7 cm, a BCD haromszoghben CD = 8 cm, BC + BD = 9 cm, tehat a keresett tetraéder valoban létrejon.

Tegyiik fel most, hogy az adott elemekbdl ketten is felépitették a keresett tetraédert. Betiizziik az els tetraéder
csticsait a fenti meggondolas szerint A-val, B-vel, C-vel, D-vel, a masodikét A’-vel, B'-vel, C’-vel, D’-vel, ekkor tehét

(1) AB=A'B', AC=AC', BC =B'C', AD=A'D', BD=B'D', CD=C'D.

A mésodik A'B'C’ lapja egybevagé az els6 ABC lapjaval, tehat rahelyezhets agy, hogy A" az A-ra, B’ a B-re, C’
a C-re keriiljon. Ezutan a D’ pont rendre ugyanolyan messze lesz az A, B, C pontoktol, mint a D. Ha D és D’
azonosak, készen vagyunk, ha nem, tekintsiik a DD’ szakaszt. Az A, B, C pontok mindegyike egyenls tavolsdgra van
ennek a végpontjaitol, tehat ezek a pontok benne vannak a szakasz felez6pontjan atmend, a szakaszra merGleges S
sikban. Igy ha az ABCD tetraédert S-re tiikrozziik, az atmegy az ABCD' tetraéderbe. A két tetraéder tehat mindig
egybevago.

8. A lencsén atjuto fénysugarak a siktiikron visszaver6dve mégegyszer athaladnak a lencsén, éppen ugy, mintha
két 6 dioptrias lencse lenne egymaés mellett. Ezek dioptriaszdma 0sszeadddik, tehat 12 lesz.

9. Tegyiik fol, hogy a lift tgy mozgott, hogy maximalis utat tett meg. Ekkor minden megallas utan iranyt val-
toztatott. Ha ugyanis az i-edik, j-edik szintekre egymas utan, irdnyvaltoztatas nélkiil érkezett volna, akkor az ¢-edik
szinten valé megallast kihagyva, majd az ut befejezése utén ide visszatérve, az igy médositott Gt hosszabb, mint a lift
altal megtett ut, amir6l pedig feltettiik, hogy maximalis.

Jelolje m; az i-edik megallas szintjét, i = 1,2,...,10. A lift altal megtett ut

m1—|—(m1—m2)+(m3—m2)+(mg—m4)—|—...—|—(m9—m10):

:2[(m1—|—m3—|—m5—|—m7—|—m9)—(m2+m4—|—...—|—m8)] — mio-.

Lathato, hogy a megtett ut akkor maximalis, ha a fenti 6sszegben a 10, 9, 8, 7, 6 szintek pozitiv, a megmaradd szintek
negativ elGjellel szerepelnek. Mivel a kivonandék koziil mqy egyiitthatoja a legkisebb, ezért myy = 5, vagyis a lift
végiil az 5-dik szinten allt meg. A tovabbi m; értékek — a fenti megszoritas mellett — tetszélegesek lehetnek. A fenti
megszoritasnak eleget tevé m; értékekhez tartozé6 maximalis tathossz 220 m.

Megjegyzések. 1. A megoldasbol nyilvanvalo, hogy a lift nemcsak egyetlen modon teheti meg a maximalis 220 m-t. Az ilyen
utak szama 5! - 4! = 2880.

2. A feladat konnyen altalanosithatoé n emeletes hazra. Ekkor a lift maximalisan 2n(n + 1) méternyi utat tesz meg.

10. A rugalmas iitkozések és a ferde hajitasok Osszefiiggéseinek felirdsa utédn — elég hosszu szamolassal — belathato,
hogy a parabolak fékuszpontjai az ejtési ponton atmend, 2cc meredekségi egyenesen helyezkednek el. Célszert a labda
mozgasat a lejtével parhuzamos és arra merdleges tengelyekkel rendelkezs koordindtarendszerben targyalni. A lejtére
meréleges irdnyban a labda gy mozog, mintha a nehézségi gyorsulds gcosa lenne; a felpattandsok magassaga és
az litkozések kozotti id6 pedig minden titk6zés utan ugyanakkora. A lejtével parhuzamos iranyban a labda egyenletesen
gyorsulva mozog, gyorsuldsa g sin a.



11. Jeloljiik a tetraéder csucsait A, B, C' és D-vel. Mivel a tetraéder szabélyos, barmely magassédgvonala a szem-
kozti szabalyos haromszoget a koriilirt korének kozéppontjaban metszi. A magassagvonal koriil 120°-kal elforgatva
a tetraédert, dnmagéaba megy at. Ez a forgatas a tetraéder koré, a tetraéderbe irt gombot, valamint az élérinté gémbot
is 6onmagaba viszi 4t, emiatt mindharom gombnek a kdzéppontja a tetraéder magassagpontja, M.

B

Jeloljiik a D cstcsnak az ABC sikra valé meréleges vetiiletét D'-vel. A DD’ magassagvonal tartalmazza a tetraéder
M magassagpontjat és M D' a tetraéderbe irhaté gomb sugaraval egyenls. Erintse az élérinté gomb az AD élt F-ben,
a BC élt E-ben. Igy MF | AD és ME 1 BC, tovabba ME = MF és nyilvan F felezi AD-t, E felezi BC-t, hiszen
MD = MA = MC = MB a tetraéder koré irt gdbmb sugaraval egyenls. A DE A haromszog egyenls szarta (ED = EA)
és M F mer6legesen felezi AD-t, igy at kell, hogy menjen a szemkozti csticson, E-n, azaz E, M és F egy egyenesbe
esik. Ebbél kovetkezik, hogy EM D’ és DM F haromszogek M csticsnal levé szogei cstcsszogek, tehat egyenlsk, s mivel
MD'E és MFD szogiik derékszog, gy hasonloak és megfelels oldalaikra:

EM DM . 9 ,
UD — ME’ ME=MF miatt EM*=MD"-DM.

12. Ha a telitett vizg6z térfogatat lassan csokkentjiik, a hémérséklete allandé marad, a nyomasa sem tud meg-
valtozni, mert az csak a hémeérséklettdl fiigg, igy a gaztdrvény szerint a részecskeszamnak kell cstkkennie. A lassan
Osszenyomott gbz egy része tehat kicsapodik.

Ha a térfogatot olyan hirtelen noveljiik meg, hogy nincs id6 szamottevs hicserére a vizgbzt tartalmazo tartaly és
a kornyezete kozott, akkor a homérséklet lecsokken (adiabatikus tagulas). Az Gj, alacsonyabb hémérséklethez tartozo
telitési géznyomas kisebb lesz, mint az eredeti, s6t, annak ellenére, hogy a térfogat né, a géz egy része kicsapddik.

A g6z kicsapodasa tehat a térfogat csokkentésével és novelésével egyarant elGidézhetd, a térfogatvaltozas tényleges
hatasa a folyamat sebességétdl fiigg.

13. Az dbrdn 1-t6l 25-ig megszamoztuk az 5 x 5-0s tabla mezgit.

11209 (14| 3
1015 2 [ 19| 24
21| 8 | 25| 4 |13
16 | 11 | 6 | 23| 18
712217112 | 5

Konnyen ellendrizhets, hogy ha egy 16 az 1. szamu mez6rdl kiindulva mindig a soron kovetkezd szami mezbre
lép, akkor 24 lépésben minden mez6t érint. Igy ha 13-nal tobb lovat allitunk fel az 5 x 5-0s tablara, akkor ezek kozt
feltétleniil lesz legaldbb ketts, amelyek szomszédos sorszamid mez6kre keriilnek, tehat a szamozas tulajdonsiga miatt
itik egymast. Az 5 x 5-6s tablan tehat 13 16 elhelyezhet6 a kivant modon (minden paratlanadik mez6n egy), annal
tobb mar nem.

13-+1. Egy altalanos érvényti tétel szerint ha egy (F}) zart feliilet sehol nem ,log ki” egy masik (Fy) feliilet altal
hatarolt térrészbol, akkor a nekik megfelels alaku fémtestek kapacitasara fennall: C7 < Cy. (A tétel bizonyitasdhoz
a feltoltott kondenzétor elektrosztatikus energidjat érdemes vizsgalni, mikézben a kisebb feliiletet apréd 1épésekben
a masiknak megfelel alakira ,kalapaljuk”.)

A fémkocka éppen ,belefér” a megadott méretd fémgdmbbe, emiatt a kocka kapacitasa biztosan kisebb, mint
a fémgdmbeé.



